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第三章： 机器学习中的数学基础

83机器学习—数学基础 张磊



人工智能、智能信息处理、机器学习、模式识别的数学基础主
要包括以下几个部分：

➢ 高等数学

➢ 线性代数

➢ 矩阵论

➢ 优化理论

➢ 概率论

➢ 信息论

➢ 计算复杂度理论。

学好这门课，这些数学基础是必不可少的。

机器学习—数学基础 张磊
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向量

在线性代数中，标量(scalar)是一个实数，而向
量(vector)是指n个实数组成的有序数组，称为n
维向量。如果没有特别说明，一个n维向量一
般表示为一个列向量，即大小为nx1的列向量。
向量的表示形式一般采用粗体、小写。如a. 如
果写成a,则表示一个标量。

机器学习—数学基础 张磊

第三章：机器学习的数学基础

∈ ℜ𝑛
（n维欧几里得空间）

常见向量

全1向量：指所有元素为1的向量，
通常用𝟏𝑛表示,n表示向量的维度。

表示K维的全1向
量。
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向量的模和范数

向量a的模表示为 𝐚 ,计算方法为

𝐚 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖
2

在线性代数中，范数(norm)是一个表示“长度”概念的函数，为向量空间内所
有向量赋予非零的正长度或者大小。对于一个n维的向量x，其常见的范数有

机器学习—数学基础 张磊
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也叫欧几里得范数，向量的长度；
如果向量x满足 𝐱 2 = 1,
则称向量是归一化的



向量的内积

两个具有相同维数n的向量x和y的内积记为𝐱T𝐲,是一个标量。

𝐱T𝐲 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑦𝑖

内积也称作标量积或点积，在泛函里面表示为<x,y>

向量的夹角

两个n维向量的夹角定义

cos 𝜽 =
𝐱T𝐲

𝐱 𝐲

涵义：向量内积是两个向量共线性的度量，说明两个向量之间的相似性。
若x和y正交，则𝐱T𝐲 = 0。由cos 𝜽 ≤ 𝟏，𝐱T𝐲 ≤ 𝐱 𝐲 (柯西-施瓦茨不等式)

机器学习—数学基础 张磊
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向量的外积

两个具有相同维数n的向量x和y的外积记为𝐱𝐲T,是一个矩阵。

𝐱𝐲T =

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

𝑦1 𝑦2⋯𝑦3

=

𝑥1𝑦1 ⋯ 𝑥1𝑦𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑥𝑛𝑦1 ⋯ 𝑥𝑛𝑦𝑛

向量外积也称作矩阵积或二元积

机器学习—数学基础 张磊
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矩阵

一个大小为mxn的矩阵(matrix)是一个由m行n列元素排列成的矩

形阵列。矩阵里的元素可以是数字、符号或数学式。在我们的
课程里，矩阵一般默认为数字矩阵。

一个n维向量，可以看作是一个nx1的矩阵。

一个mxn的矩阵M，表达为𝐌 ∈ ℜ𝑚×𝑛 (欧几里得空间)

矩阵的数学符号通常有粗体、大写表示。

机器学习—数学基础 张磊
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矩阵的基本运算

机器学习—数学基础 张磊

第三章：机器学习的数学基础
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矩阵的基本运算

如果A是对称矩阵，则A=AT

机器学习—数学基础 张磊
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矩阵的基本运算

矩阵的迹

矩阵A的迹，数学表示为Tr(A)或Trace(A),即对角线元素的和。

Tr(AAT)=Tr(ATA)= 𝐀 𝐅
𝟐 = σ𝒊,𝒋𝐴𝒊,𝒋

𝟐

矩阵的逆 A-1

矩阵的转置AT

机器学习—数学基础 张磊
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矩阵的基本运算

矩阵与向量的乘积
𝑚11 ⋯ 𝑚1𝑑

⋮ ⋱ ⋮
𝑚𝑛1 ⋯ 𝑚𝑛𝑑

𝑥1
⋮
𝑥𝑑

=

𝑦1
⋮
𝑦𝑛

可以写另一种表达方式
𝐌𝐱 = 𝐲

其中，

𝑦𝑖 =෍

𝑗=1

𝑑

𝑚𝑖𝑗𝑥𝑗 (线性组合)

机器学习—数学基础 张磊
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常见矩阵

机器学习—数学基础 张磊
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常见矩阵

机器学习—数学基础 张磊
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导数

对于定义域和值域都是实数域的函数y=f(x),若f(x)在点x0的某个邻
域∆𝑥内，极限 存在

则称函数y=f(x)在点x0处可导，其导数为𝑓′ 𝑥0

机器学习—数学基础 张磊
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向量和矩阵的导数

 对于一个p维的向量𝐱 ∈ ℜ𝑝,函数𝑦 = 𝑓 𝐱 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑝)是一个标量,
则y关于x的导数为

∈ ℜ𝑝

 如果𝐲 = 𝑓 𝐱 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑝) ∈ ℜ𝑞是一个向量，

机器学习—数学基础 张磊
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相当于梯度，是由p个偏导数
组成的矢量



导数法则

机器学习—数学基础 张磊
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导数法则

机器学习—数学基础 张磊
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导数法则

机器学习—数学基础 张磊
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导数法则

如果矩阵𝐌 ∈ ℜ𝑛×𝑑的每一个元素都是关于标量参数𝜃的函数，那么
矩阵M对参数𝜃的导数为

𝝏𝐌

𝝏𝜃
=

𝝏𝑚11

𝝏𝜃
⋯

𝝏𝑚1𝑑

𝝏𝜃
⋮ ⋱ ⋮

𝝏𝑚𝑛1

𝝏𝜃
⋯

𝝏𝑚𝑛𝑑

𝝏𝜃

矩阵对标量的导数！

机器学习—数学基础 张磊
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导数法则

按位运算的向量函数及其导数:

定义𝐱 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑
T ∈ ℜ𝑑, 𝐳 = 𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑑

T ∈ ℜ𝑑

𝐳 = 𝑓(𝐱)

其中𝑓(𝐱)是按位运算的，即𝑧𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖)

那么f(x)对x的导数为

𝝏𝑓(𝐱)

𝝏𝐱
=

𝝏𝑓(𝑥1)

𝝏𝑥1
⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯
𝝏𝑓(𝑥𝑑)

𝝏𝑥𝑑

机器学习—数学基础 张磊
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随机变量

随机变量通常用于刻画误差或噪声的随机值，如预测一个人的体重。

考查抛硬币的例子：

设X是一个随机变量，对于一个正常的硬币，X的取值为x=1（正面）
或x=0（反面）

所谓“随机”，是指抛硬币事件发生之前，我们无法知道X的取值。

随机变量的类型：离散随机变量、连续随机变量

注：离散随机变量的相关概念可以扩展到连续随机变量。

机器学习—数学基础 张磊
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概率和概率分布

为了刻画一个随机变量的可能取值，我们只能通过随机变量取值的
概率（即可能性）P(X=x)。(注：大写表示随机变量，小写表示取值)

假设硬币本身没有问题，抛的过程是公平的，则出现正反面的可能
性是一致的，即

P(X=1)=P(X=0)=0.5

也就是说，抛硬币1000次，正反面朝上的次数各占500次。

1）概率是介于0到1之间的值；

2）所有可能结果的概率之和为1；

3）所有可能取值的集合(所有的x)以及它们的概率P(X=x)称为分布

机器学习—数学基础 张磊
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条件概率

一个随机事件通常会影响另一个随机事件的结果。

对于抛硬币问题，我们思考“你来抛，我来报”的游戏。

假设硬币本身没有问题，抛的过程也是公平的，

1）你抛硬币的过程定义为随机事件1，用随机变量X表示；

2）我猜正反面的过程定义随机事件2，用随机变量Y表示；

那么条件概率P(Y=y|X=x)表示X取特定值时，Y也取某特定值的概率。

假设我总是报真实结果，那么P(Y=1|X=1)=1，P(Y=0|X=0)=1。

那么P(Y=0|X=1)=0，P(Y=1|X=0)=0。

机器学习—数学基础 张磊
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条件概率

假设我只有60%的机会实报“正面朝上”的结果，那么
P(Y=1|X=1)=0.6，P(Y=0|X=0)=1。

那么P(Y=0|X=1)=0.4，P(Y=1|X=0)=0。

可以看到

P(Y=1|X=1)+P(Y=0|X=1)=1，

P(Y=1|X=0)+P(Y=0|X=0)=1

机器学习—数学基础 张磊
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联合概率

1）对于两个独立事件， P(Y=y, X=x)=P(Y=y)*P(X=x)

2）若两个事件相互依赖， P(Y=y, X=x)= P(Y=y|X=x)*P(X=x)=?

Case 1: 如果我总是报真实结果，你抛出的硬币正面朝上且我也报正
面的概率：???

P(Y=1, X=1)=P(Y=1|X=1)*P(X=1)=1*0.5=0.5

Case 2: 如果我只有60%的可能报真实结果，你抛出的硬币正面朝上
且我也报正面的概率：???

P(Y=1, X=1)=P(Y=1|X=1)*P(X=1)=0.6*0.5=0.3

机器学习—数学基础 张磊
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联合概率

对应抛硬币的例子，X和Y有四种可能的组合，那么有下列等式：

෍

𝑥,𝑦

𝑃 𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦 = 1

即，概率加和为1。

机器学习—数学基础 张磊
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边缘概率（概率的边缘化）

对于抛硬币事件，如果只考查“我报正面的次数所占的比例”，而无
关抛硬币的真实结果，就相当于计算P(Y=1)，如何计算？

答：可以从联合概率中对X进行边缘化得到，也就是对联合概率在X

的所有取值下的概率之和：

𝐏 𝐘 = 𝐲 =෍

𝐱

𝐏(𝐘 = 𝐲, 𝐗 = 𝐱) =෍

𝐱

𝐏(𝐘 = 𝐲|𝐗 = 𝐱)𝐏(𝐗 = 𝐱)

因此，𝐏 𝐘 = 1 = σ𝐱𝐏 𝐘 = 1, 𝐗 = 𝐱 = 𝐏 𝐘 = 1, 𝐗 = 1 + 𝐏(
)

𝐘 =
1, 𝐗 = 𝟎 = 𝐏 𝐘 = 𝟏 𝐗 = 𝟏 𝐏 𝐗 = 𝟏 + 𝐏(𝐘 = 𝟏|𝐗 = 𝟎)𝐏(𝐗 = 𝟎)=0.3

机器学习—数学基础 张磊
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例：假设我们有一个公平的硬币和两个骰子（其中1号骰子正常，2
号骰子存在瑕疵）。定义抛硬币事件为X，掷骰子事件为Y。

首先，抛硬币，若正面朝上(X=1)，掷1号骰子；若反面朝上(X=0)，
掷2号骰子。上述条件概率表格如下：

1) 计算出现正面朝上且是3点的概率；

2)    计算掷出3点的概率。

机器学习—数学基础 张磊
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1号骰子 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

2号骰子 1/12 1/6 1/4 1/4 1/6 1/12

1 2 3 4 5 6

P(Y=y|X=1)

P(Y=y|X=0)



贝叶斯规则（贝叶斯公式）

与前面提到的概率不同，贝叶斯公式解决的是一个逆向问题。

考查的是根据观测结果，预测真实发生的结果（机器学习）。

例：在抛硬币问题，如果“我报的是正面结果即Y=1”，那么贝叶
斯逆问题是要回答“该硬币实际的朝向是正面还是反面”?

方法：计算P(X=1|Y=1)以及P(X=0|Y=1)的概率，然后对比两个概率
值的大小，有

若P(X=1|Y=1)> P(X=0|Y=1)，则该硬币实际朝向是正面；

若P(X=1|Y=1)< P(X=0|Y=1)，则该硬币实际朝向是反面；

机器学习—数学基础 张磊
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贝叶斯规则（贝叶斯公式）

回顾联合概率表达式：

P(Y=y, X=x)= 

P(Y=y|X=x)*P(X=x)=P(X=x|Y=y)*P(Y=y)

所以，𝐏 𝐗 = 𝐱 𝐘 = 𝐲 =
𝐏 𝐘 = 𝐲 𝐗 = 𝐱 𝐏(𝐗=𝐱)

𝐏(𝐘=𝐲)

经验分析：P(X=1|Y=1)=1 （如果我报正面，实际一定是正面）

理论结果：P(X=1|Y=1)=P(Y=1|X=1)P(X=1)/P(Y=1)=0.6*0.5/0.3=1

问：P(X=0|Y=0)=？

机器学习—数学基础 张磊
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期望值

当处理随机变量时，使用一个或多个值代表一个分布的特征非常有
用，比如期望值。

期望值表示随机变量X的函数的期望取值，对于离散随机变量，

𝑬𝑃(𝑥) 𝑓(𝑋) =෍

𝑥

𝑓 𝑥 𝑃(𝑥)

如果我们对X的期望值感兴趣，那么𝑓 𝑋 = 𝑋，有

𝑬𝑃(𝑥) 𝑋 =෍

𝑥

𝑥𝑃(𝑥)

问题：X的期望值一定是随机变量可能取值中的某一个值吗？(骰子)

机器学习—数学基础 张磊
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期望值

性质1：随机变量X的函数的期望值通常不是函数在X的期望值的取

值，即𝑬𝑃(𝑥) 𝑓(𝑋) 不一定等于𝑓 𝑬𝑃(𝑥) 𝑋 。

性质2：当𝑓(𝑋) = 𝑎𝑋时，𝑬𝑃(𝑥) 𝑓(𝑋) = 𝑓 𝑬𝑃(𝑥) 𝑋 ；

性质3：函数和的期望值等于每个函数期望值的和。
𝑬𝑃(𝑥) 𝑓(𝑋) + 𝑔(𝑋) = 𝑬𝑃(𝑥) 𝑓(𝑋) + 𝑬𝑃(𝑥) 𝑔(𝑋)

机器学习—数学基础 张磊
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期望值

两种最常见的期望：均值和方差。

1）均值定义为𝑬𝑃(𝑥) 𝑋 ；

2）方差用于度量随机变量的变化程度，定义为实际值与均值之差
的平方的期望值，即

𝑣𝑎𝑟{𝑋} = 𝑬𝑃(𝑥) 𝑋 − 𝑬𝑃(𝑥) 𝑋
𝟐

通常，方差越大，则随机变量的取值离均值越远；

机器学习—数学基础 张磊
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连续型随机变量-概率密度函数

 与离散随机变量不同，我们无法写出连续随机变量所有可能的
结果，从而也无法给出随机变量取特定值的概率。

 对于连续随机变量，需要定义概率分布的连续模拟，即p(x)，也
叫概率密度函数。

 计算连续随机变量X落入某一特定区间的概率，可通过计算p(x)

关于x在这个区间上的定积分：

𝑃 𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2 = න
𝑥1

𝑥2

𝑝 𝑥 𝑑𝑥

机器学习—数学基础 张磊
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连续型随机变量-概率密度函数

 性质1：如果𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2，׬𝑥1
𝑥2 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 = 𝟏

 性质2：𝑝 𝑥 ≥ 0（概率密度函数不能为负）
 性质3：概率密度函数不是概率，没有上界，𝑝 𝑥 可以大于1

联合概率密度

𝑃 𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2, 𝑦1 ≤ 𝑌 ≤ 𝑦2 = න
𝑥=𝑥1

𝑥2

න
𝑦=𝑦1

𝑦2

𝑝 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

条件概率密度

𝑃 𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2|𝑌 = 𝑦 = න
𝑥=𝑥1

𝑥2

𝑝 𝑥|𝑌 = 𝑦 𝑑𝑥

边缘概率密度

𝑝 𝑦 = න
𝑥=𝑥1

𝑥2

𝑝 𝑦, 𝑥 𝑑𝑥
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几种常见的连续概率密度函数p(y)

 均匀密度函数

𝑝 𝑦 = ቊ
𝑟, 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏

0,其他

问题：r等于多少？(利用性质1)

 高斯密度函数

高斯概率密度函数(高斯分布或正态分布)最常用。

𝑝 𝑦 𝜇, 𝜎2 =
1

2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 −

1

2𝜎2
𝑦 − 𝜇 2 = 𝒩 𝜇, 𝜎2
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