
图像处理与识别——
Part 2 图像变换

主讲：张磊
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 Why transformation ？

➢直接对图像的像素进行处理，相当于在空间域进行操
作。在通常情况下，通过将图像变换后，在变换域内
执行图像表达和处理任务，然后在反变换到空间域，
效果会更好。

➢比如，把图像从空域变换到频域，有利于提取图像的
特征，而且正交变换具有能量集中的作用，可实现图
像的高效压缩，在频域内可以减少计算量，可以更好
地分析和处理图像。

➢从图像信息的表达形式，大多数信号变换方法都适用
于图像变换。

图像变换
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图像变换

 几何变换

 离散傅里叶变换

 离散余弦变换

 离散沃尔什-哈达玛变换

 K-L变换

图像变换
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几何变换

 本质

通过改变图像像素的空间位置(坐标的空间变换)，并计
算或估计新空间位置上的像素值(灰度插值)。两个基本
操作。

 基本方法

平移、尺度缩放、旋转、仿射变换、透视变换、插值。

 平移(translation)

设像素点 𝑥, 𝑦 平移到 𝑥 + 𝑥0, 𝑦 + 𝑦0 ，则变换后的像素
点 𝑢, 𝑣 可表示为

𝑢
𝑣

=
𝑥
𝑦 +

𝑥0
𝑦0

平移量
X

Y

𝑥0, 𝑦0

(0,0)

图像变换
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几何变换

 尺度缩放(scaling)

设像素点 𝑥, 𝑦 缩放 𝑚, 𝑛 倍(尺度因子)，则变换函数为
𝑢
𝑣

=
𝑚 0
0 𝑛

𝑥
𝑦

 旋转(rotation)

将图像绕坐标系的原点逆时针旋转角度𝜃，则变换函数
为

𝑢
𝑣

=
𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑥
𝑦

新坐标轴发生变化，但每个点相对坐标轴的位置没有变化

1,1

X

Y

𝑚, 𝑛

(0,0)

𝑥, 𝑦

X

Y

𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑥𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃

(0,0)

X′

Y′

(注：𝜃为弧度；对于45°角，𝜃 = 45 ∗ 𝜋/180)
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几何变换

 仿射变换(affine transform)[Wolberg 1990]

仿射变换是由一个线性变换和一个平移组成。在有限维
的情况下，仿射变换由一个矩阵(线性变换)和一个向量
(平移)组成(自由度为6)。一般表达式

𝑢
𝑣

=
𝑎2 𝑎1 𝑎0
𝑏2 𝑏1 𝑏0

𝑥
𝑦
1

=
𝑎2 𝑎1
𝑏2 𝑏1

𝑥
𝑦 +

𝑎0
𝑏0

也可以表达成
𝑢
𝑣
1

=

𝑎2 𝑎1 𝑎0
𝑏2 𝑏1 𝑏0
0 0 1

𝑥
𝑦
1

几何意义：仿射变换可以通过高维度的线性变换(立体)来实现。

图像变换
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图像变换

仿射变换的另一种实现方式：高维的线性变换 动态示意图

 仿射变换(affine transform)[Wolberg 1990]

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别
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几何变换

 仿射变换(affine transform)[Wolberg 1990]

仿射变换是平移、尺度、旋转的复合变换，三种几何变
换也是仿射变换的特殊情况。

比如，对一个向量先平移、再尺度、再旋转，也是仿射
变换

𝑢
𝑣

=
𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑚 0
0 𝑛

𝑥
𝑦 +

𝑎
𝑏

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

应用举例：

模板 输入 输出

(𝑥1 , 𝑦1 )(𝑥1
′ , 𝑦1

′)



几何变换

 透视变换(perspective transform)

透视变换是将一幅图像从一个视平面变换到另一视平面，
这是与仿射变换的本质区别。

图像变换
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𝑢
𝑣
𝑤

=

𝑎2 𝑎1 𝑎0
𝑏2 𝑏1 𝑏0
𝑐2 𝑐1 𝑐0

𝑥
𝑦
𝑧

缩放旋转 平移

透视 尺度



几何变换

如何使用坐标变换实现图像的几何变换？
如何获取图像的像素值？



像素值估计

 前向映射

通过扫描输入图像的像素，并在每个位置(x,y)通过仿射
变换直接计算输出图像中相应位置(u,v)上的像素。
该方法的问题: 输入图像的多个像素可能对应输出图像的同一位置，以及某个输
出位置可能没有对应的输入像素值。

 后向映射

通过扫描输出图像的像素，并在每个位置(u,v)上，利用
反变换计算输入图像中的相应位置(x,y)，然后利用插值
计算该位置(x,y)上的输入像素，从而决定输出位置(u,v)
上的灰度值。
后向映射方法更为有效，在大多数应用中被采纳。

前向映射

后向映射

图像变换
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几何变换

 灰度插值

图像插值是利用原图像的近邻像素点的值，来生成未知
像素点的值，从而获得更高分辨率的图像，而不增加图
像信息(兑了白糖的水)。

比如图像放大(像素数量增多)时，就是通过插值产生了
更多的像素值。

图像变换
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几何变换

 方法

➢最近邻插值(零阶插值)法：将某未知像素点赋予其最
近邻的像素点的灰度值，该方法简单，快速，但效果
不好。

➢双线性插值法(一阶插值, bilinear interpolate)：

 该方法具有平滑功能，但会使图像细节(高频部分)产
生退化，变模糊

高阶插值针对放大倍数很高时

图像变换
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几何变换

 双线性插值举例

举例：对于一幅64x64的图像A，将其放大到128x128的图像

B. 那么，利用后向映射，有𝐵 𝑥, 𝑦 = 𝐴(
𝑥

2
,
𝑦

2
)。B中对于2的

整数倍的x和y坐标处的灰度值，可以根据A获得。但对于其
他位置，比如(1,3), B(1,3)=A(0.5,1.5)。在图像中，小数坐标
没有意义。 Y

X

(1,2)

0

(0,1) (1,1)

A(0.5,1.5)

(0,2)

1.5

0.5

10.5

1

2

B(1,3)=A(0.5,1.5),只需求A(0.5,1.5)

Step1:假设灰度级纵向方向是线性变化的，求两点；
A(0,1.5)=A(0,1)+0.5*(A(0,2)-A(0,1))

A(1,1.5)=A(1,1)+0.5*(A(1,2)-A(1,1))

Step2:假设灰度级水平方向也是线性变化的，根据两点，
求中间点:

A(0.5,1.5)=A(0,1.5)+0.5*(A(1,1.5)-A(0,1.5))

从而，求得B(1,3)

四个近邻

高阶插值针对放大倍数很高时

图像变换
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 近邻插值旋转

原始图 顺时针旋转45° 顺时针旋转90°

图像变换
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 双线性插值示例
对于彩色图像，需要对R，G，B三个分量分别进行处理，然后再合并。

原始图 尺度为3倍 尺度为5倍

小作业：大家尝试编写双线性插值代码！

图像变换
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图像配准

 图像配准是数字图像处理的一种重要应用，用于图像
的对齐，是图像识别、分类等应用中较为重要的一步。

问题：假设给定两幅图像(输入和参考)，而输入图像到
参考图像的变换是未知的，如何对输入图像进行配准？
(实际上是估计这种变换，利用变换函数进行配准)？

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



参考图 几何畸变图(输入)

图像变换
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图像配准

◆方法：
 约束点或控制点选择：这些点是在输入图像f(u,v)和参考图像f(x,y)中
其位置已知的对应点。

 建模：假设在输入图像和参考图像中有一组4个控制点，双线性近似模
型可写为

ቊ
𝑥 = 𝑐1𝑢 + 𝑐2𝑣 + 𝑐3𝑢𝑣 + 𝑐4
𝑦 = 𝑑1𝑢 + 𝑑2𝑣 + 𝑑3𝑢𝑣 + 𝑑4

其中，(x,y)和(u,v)为参考图像和输入图像的控制点像素坐标。

若参考图和输入图中有4个已知控制点，将坐标代入上边方程组中，

可以得到8个方程。

从而，可以计算出8个变换系数𝑐1~𝑐4和𝑑1~𝑑4。模型的变换系数将被

用于图像的像素(位置坐标)配准。

另：上面的模型只是对图像的像素(位置坐标)进行了配准，但像素值

依然需要利用灰度插值的方法进行计算。

图像变换
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参考图 几何畸变图(输入)

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



图像变换
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图像配准

 需要强调的是，在实际中，4个约束点可能无法实现
较好的配准，通常可以选择多个点。

 或者，对图像进行分块，对多个图像块（子图像）分
别进行配准，重复多次。每个图像块中选择4个约束
点。

 控制点的数量和模型的复杂度取决于图像的几何畸变
程度。

 在实际应用中，可以建立不同的配准模型，通过参数
的学习，找出最优模型。

图像变换
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小结

 几何变换

➢平移、尺度缩放、旋转、仿射变换、透视变换

 灰度插值

➢近邻插值和双线性插值

 前向映射和后向映射

 图像配准

➢控制点或约束点法
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变换域

 刚讨论的图像几何变换方法都是作用在像素域或空间
域，在某些情况下，可以将图像从空间域经过变换后，
在变换域(频域)执行图像处理操作，然后再利用反变
换(逆变换)，返回到空间域会更好。

f(x,y)空间域

变换
T[f(x,y)]

运算操作
R()

反变换
T-1[f(x,y)] g(x,y)空间域

变换域

图像变换
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变换域

 在图像处理中，所谓的变换是指二维变换。通常的二
维正变换表达式为

𝑇 𝑢, 𝑣 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)

其中， 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)为正变换核， 𝑢, 𝑣 为变换变量。

在给定𝑇 𝑢, 𝑣 后，还可以通过反变换获得𝑓 𝑥, 𝑦 ,二维反
变换表达为

𝑓 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑢=0

𝑀−1

෍

𝑣=0

𝑁−1

𝑇 𝑢, 𝑣 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)

其中，𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)为反变换核。

图像变换
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变换域

意义
➢利用频率成分和图像之间的对应关系，一些在空间域
表达困难的增强任务，在频域中变得普通。

➢图像的正交变换过程类似于去相关，在空间域交叉且
难以描述的特征，在频域中往往更为直观、分离甚至
集中。

➢图像滤波在频域更为直观，可以解释空间域滤波难以
解释的性质。

➢频域滤波，可以通过信号重构，返回到空间域。

图像变换
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变换域

基础理论
➢线性系统

➢卷积（连续和离散一维卷积、连续和离散二维卷积）

➢正交变换

➢酉变换

图像变换
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线性系统
 线性系统定义

对于某特定系统，有
𝑥1(𝑡) → 𝑦1 𝑡 和𝑥2(𝑡) → 𝑦2 𝑡

当且仅当𝑥1 𝑡 + 𝑥2 𝑡 → 𝑦1 𝑡 + 𝑦2 𝑡 ，该系统是线性的。并且有
𝑎𝑥1(𝑡) → 𝑎𝑦1 𝑡 ; (线性是指齐次性和叠加性)

 线性系统移不变定义：

对于某线性系统，有x(𝑡) → 𝑦 𝑡 ,当输入信号沿时间轴平移T，有
x(𝑡 − 𝑇) → 𝑦 𝑡 − 𝑇

那么该线性系统具有移不变性。

图像变换
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卷积

 一维卷积（连续函数）

对于一个线性系统的输入f(t)和输出y(t), 两者存在某种关系：

𝑦 𝑡 = 𝑓 𝑡 ∗ ℎ 𝑡 = න

−∝

∝

𝑓 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

ℎ 𝑡 是当线性系统输入为单位脉冲函数时，所产生的激励输
出(线性系统的输出响应)，即单位冲激响应函数。

脉冲(冲激)函数：𝛿函数。

𝛿 𝑡 = 0, 𝑡 ≠ ∝−׬,0
∝
𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 1

 一维离散卷积

𝑦 𝑢 = 𝑓 𝑢 ∗ ℎ 𝑢 =෍
𝜏
𝑓 𝜏 ℎ(𝑢 − 𝜏)

图像变换
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某个函数与单位冲激函数的卷积，
得到一个在该冲激处的函数拷贝!



卷积

 卷积的积分表示

给定信号x(t)和函数h(t),如图所示：
定义：𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ 𝑡 = න

−∝

∝

𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

×=

y(𝑡)

𝑡1 2

图像变换
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卷积

 二维卷积（连续函数）
𝑦 𝑡1, 𝑡2 = 𝑓 𝑡1, 𝑡2 ∗ ℎ 𝑡1, 𝑡2

= න

−∝

∝

න

−∝

∝

𝑓 𝜏1, 𝜏2 ℎ 𝑡1 − 𝜏1, 𝑡2 − 𝜏2 𝑑𝜏1𝑑𝜏2

 二维卷积（离散）
𝑦 𝑢, 𝑣 = 𝑓 𝑢, 𝑣 ∗ ℎ 𝑢, 𝑣

=෍
𝜏1

෍
𝜏2

𝑓 𝜏1, 𝜏2 ℎ 𝑢 − 𝜏1, 𝑣 − 𝜏2

图像变换
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正交变换

 连续函数集合的正交性

设正交函数集合𝑈 = 𝑢0 𝑡 , 𝑢1 𝑡 ,⋯ ，则有

න
𝑡0

𝑡0+𝑇

𝑢𝑚 𝑡 𝑢𝑛 𝑡 𝑑𝑡 = ቊ
𝐶, 𝑖𝑓 𝑚 = 𝑛
0, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

当C=1时，则该正交函数集合为归一化的正交函数集合。

多维空间坐标系的基轴方向互相正交。

图像变换
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正交变换
 正交函数集合U的完备性
若f(x)是定义在𝑡0和𝑡0 + 𝑇区间的实值信号，平方可积。可以
表示为

𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=0

∝

𝑎𝑛𝑢𝑛(𝑥)

对任意小的𝜀 > 0, 存在充分大的N，用N个有限展开式估计
f(x), 

ሚ𝑓 𝑥 = ෍

𝑛=0

𝑁−1

𝑎𝑛𝑢𝑛(𝑥)

并有׬𝑡0
𝑡0+T 𝑓 𝑥 − ሚ𝑓 𝑥

2
𝑑𝑥 < 𝜀,

那么称函数集合U是完备的。（集合足够大）

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



正交变换

 离散情况

对于n个正交向量集合𝐀 = 𝐚1, … , 𝐚𝑛 .
𝐚1 = 𝑎11, 𝑎21, … , 𝑎𝑛1

𝑇

⋮
𝐚𝑛 = 𝑎1𝑛, 𝑎2𝑛 , … , 𝑎𝑛𝑛

𝑇

则有

෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑘,𝑖𝑎𝑘,𝑗 = ቊ
𝐶, 𝑖𝑓 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖𝑓 𝑖 ≠ 𝑗

若C=1，则该集合为归一化的正交向量集合。

那么,矩阵A是一个正交矩阵，并满足𝐀𝐀T = 𝐀T𝐀 = 𝐈

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

൝
𝑎𝑘
𝑇𝑎𝑘 , 𝑘 = 1,… , 𝑛

𝑎𝑘
𝑇𝑎𝑚, 𝑘,𝑚 = 1,… , 𝑛, 𝑘 ≠ 𝑚



正交变换
 一维正交变换

对于一维向量x, 用正交实矩阵A进行运算
𝐲 = 𝐀𝐱

若要重构x,则
𝐱 = 𝐀−𝟏𝐲 = 𝐀𝐓𝐲

这个过程可被称为正交变换。𝐀−𝟏 = 𝐀𝐓.

 当正交矩阵A为复数矩阵时，正交的条件为
𝐀−𝟏 = 𝐀∗𝐓

其中𝐀∗为A的复数共轭矩阵。满足该条件的矩阵为酉矩阵。

对于任意向量x的运算
𝐲 = 𝐀𝐱

𝐱 = 𝐀−𝟏𝐲 = 𝐀∗𝐓𝐲

称为酉变换(unitary transform)。𝐀−𝟏 = 𝐀∗𝐓

可见，正交矩阵和正交变换为酉矩阵和酉变换的特例。

图像变换

一维离散傅里叶变换
可以写成酉变换形式

𝐹 𝑢 =
1

𝑁
෍

𝑥=0

𝑁−1

𝑓 𝑥 𝑒−
𝑗2𝜋𝑢𝑥
𝑁 , 𝑢 = 0,1, … ,𝑁 − 1

𝐹(0)
𝐹(1)
⋮

𝐹(𝑁 − 1)

=

𝑤00 ⋯ 𝑤0𝑁

⋮ ⋮
𝑤𝑁0 ⋯ 𝑤𝑁𝑁

𝑓(0)
𝑓(1)
⋮

𝑓(𝑁 − 1)
𝐅 = 𝐖𝐟

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



正交变换

 正交（或酉）矩阵的定义
 定义1：若N阶实数矩阵A满足𝐀𝐀T = 𝐀T𝐀 = 𝐈，则A为正交矩阵；

 定义2：若N阶复数矩阵A满足𝐀𝐀∗𝐓 = 𝐀∗𝐓𝐀 = 𝐈，则A为酉矩阵；

 正交矩阵（酉矩阵）的性质
➢ 性质1：若A为正交矩阵，则𝐀−𝟏 = 𝐀𝐓；若A为酉矩阵，则𝐀−𝟏 = 𝐀∗𝐓；

➢ 性质2：若A为正交（或酉矩阵）归一化矩阵，则A中各行或各列向量的模
为1，任意不同行或不同列向量之间相互正交(内积为0)；

➢ 性质3：若A为正交矩阵（或酉矩阵），则矩阵行列式为±1；

➢ 性质4：若A和B均为正交矩阵（或酉矩阵），则AB也是正交（或酉）矩
阵

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



二维酉变换

 MxN二维函数可以用正交序列展开和恢复

𝑇 𝑢, 𝑣 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)

𝑓 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑢=0

𝑀−1

෍

𝑣=0

𝑁−1

𝑇 𝑢, 𝑣 𝑎∗(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)

𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 为正变换核，𝑎∗(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)为反变换核。

 变换核的可分离性
𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 = 𝑎 𝑢, 𝑥 𝑏 𝑣, 𝑦

𝑎 𝑢, 𝑥 和𝑏 𝑣, 𝑦 为一维完备正交基的集合，用矩阵表示
为A和B。𝐴 = {𝑎 𝑢, 𝑥 }，𝐵 = {𝑏 𝑣, 𝑦 }

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



二维酉变换

那么，二维酉变换可表示为

𝑇 𝑢, 𝑣 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)

= ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑎 𝑢, 𝑥 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑏 𝑣, 𝑦

用矩阵表示

𝐓 = 𝐀𝐟𝐁T

如果B=A，有

𝐓 = 𝐀𝐟𝐀T

反变换可以写为
𝐟 = 𝐀∗𝐓𝐀∗𝑇

图像变换

二维离散傅里叶变换
可以写成二维酉变换

形式

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



二维酉变换

 例：给定正交矩阵A和图像U,

其中，𝐀 =
1

2

1 1
1 − 1

, 𝐔 =
1 2
3 4

求：图像U经正交A变换后的变换图像V.

分析：利用二维酉变换

𝐕 = 𝐀𝐔𝐀T =
1

2
1 1
1 − 1

1 2
3 4

1 1
1 − 1

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

二维



酉变换

 性质

➢酉矩阵是正交阵，𝐀𝐀∗T = 𝐀∗T𝐀 = I

➢酉变换具有能量保持的特点。对于𝐓 = 𝐀𝑓，有 𝐓 = 𝑓

➢酉变换具有能量紧缩的特点。即信号能量集中到少数的变
换系数中，由于能量保持（能量守恒），许多变换系数包
含很少的能量。(主成分分析)

➢酉变换具有去相关的特点。当输入向量元素间高度相关时，
变换系数趋于去相关。

➢变换前后的均值和协方差：𝜇𝐓 = 𝐸 𝐀𝑓 = 𝐀𝐸 𝑓 = 𝐀𝜇𝑓; 

Σ𝐓 = 𝐸 𝐓 − 𝜇𝐓 𝐓 − 𝜇𝐓
𝑇 = 𝐸 ቄ

ቅ

𝐀𝑓 − 𝐀𝜇𝑓 ൫

൯

𝐀𝑓 −

𝐀𝜇𝑓
𝑇

= 𝐀𝐸 (𝑓 − 𝜇𝑓)(𝑓 − 𝜇𝑓)
𝑇 𝐀𝑇 = 𝐀Σ𝒇𝐀

𝑇

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



酉变换

 性质

➢若A为酉矩阵，其行列式的模 det(𝐴) = 1。

➢若a为向量，则作酉变换后b=Aa, 向量模保持不变,即 𝑏 =
𝑎 (保长变换)。

 可进行图像变换或分析的基本条件

➢满足正交、完备两个条件的函数集合或矩阵

➢常用的几种变换：傅里叶变换、K-L变换、沃尔什变换、哈
达玛变换、Haar变换，都满足正交性和完备性两个条件。

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散图像的正交变换

 离散图像的正交变换是图像信号在二维离散完备正交
基上的展开，这种正交基具有能量保持、能量集中、
去相关等特性，在图像处理中具有重要作用。

 离散图像f(m,n)在离散完备正交基{a(u,v;m,n)}上的展
开系数为g(u,v) 为

𝑔 𝑢, 𝑣 = ෍

𝑚=0

𝑀−1

෍

𝑛=0

𝑁−1

𝑓 𝑚, 𝑛 𝑎(𝑢, 𝑣;𝑚, 𝑛)

𝑓 𝑚, 𝑛 = ෍

𝑚=0

𝑀−1

෍

𝑛=0

𝑁−1

𝑔 𝑢, 𝑣 𝑎∗(𝑢, 𝑣;𝑚, 𝑛)

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



小结

 变换域基础

➢线性系统及其移不变性

➢卷积

➢连续函数集合正交与完备性

➢一维正交变换

➢二维酉变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



傅里叶变换

 一维连续傅里叶变换及逆变换

 一维离散傅里叶变换及逆变换

 二维连续傅里叶变换及逆变换

 二维离散傅里叶变换及逆变换

特点：形式相似，在图像处理中二维离散变换有重要应
用。

傅里叶变换域也称为频域。

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



傅里叶变换
 一维连续傅里叶变换及逆变换
设f(x)为连续可积的函数，其傅里叶变换定义

𝐹 𝑢 = න
−∝

∝

𝑓 𝑥 𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑥𝑑𝑥

通常𝐹 𝑢 为复数，表示为𝐹 𝑢 = 𝑅 𝑢 + 𝑗𝐼(𝑢)
𝑅 𝑢 和𝐼(𝑢)分别为实部和虚部。
另，写成指数形式𝐹 𝑢 = 𝐹 𝑢 𝑒𝑗𝜙(𝑢), 𝐹 𝑢 =

𝑅2 𝑢 + 𝐼2 𝑢 表示幅度谱，𝜙 𝑢 = arctan
𝐼 𝑢

𝑅 𝑢
表示相位

谱。
其反变换为

𝑓 𝑥 = න
−∝

∝

𝐹 𝑢 𝑒𝑗2𝜋𝑢𝑥𝑑𝑢

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

直观理解为
多个不同频
率正弦信号
的叠加



傅里叶变换

 一维连续傅里叶变换及逆变换

图像变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

矩形波
叠加近似



傅里叶变换

 一维连续傅里叶变换及逆变换

图像变换

方波信号的时、频描述

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

方波的频域形式

对于其他波形或信号的时、频描述如上所示



傅里叶变换

 一维连续傅里叶变换及逆变换

图像变换

如何理解相位：𝑦 = 𝐴 sin 𝑤𝑥 + 𝜑

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

𝜃

sin 𝜃 =
𝑦

𝑅
, cos 𝜃 =

𝑥

𝑅
，R为半径，单位圆R=1

A

当运动到A点(x,y)时，

逆时针运动

𝜋

2

𝜋

x

y



傅里叶变换

 一维离散傅里叶变换及逆变换

正变换表达式

𝐹 𝑢 =
1

𝑁
෍

𝑥=0

𝑁−1

𝑓 𝑥 𝑒−
𝑗2𝜋𝑢𝑥
𝑁 , 𝑢 = 0,1, … , 𝑁 − 1

逆变换表达式

𝑓 𝑥 = ෍

𝑢=0

𝑁−1

𝐹(𝑢)𝑒
𝑗2𝜋𝑢𝑥
𝑁 , 𝑥 = 0,1, … , 𝑁 − 1

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



傅里叶变换
 二维连续傅里叶变换及逆变换
由一维傅里叶变换推广得到。
正变换表达式

𝐹 𝑢, 𝑣 = න

−∝

∝

න

−∝

∝

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑒−𝑗2𝜋 𝑢𝑥+𝑣𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

另，𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝑅 𝑢, 𝑣 + 𝑗𝐼(𝑢, 𝑣), 还可以表示为𝐹 𝑢, 𝑣 =
𝐹 𝑢, 𝑣 𝑒𝑗𝜙(𝑢,𝑣), 幅度谱 𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝑅2 𝑢, 𝑣 + 𝐼2 𝑢, 𝑣 , 相位谱
𝜙 𝑢, 𝑣 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝐼(𝑢,𝑣)

𝑅(𝑢,𝑣)

逆变换表达式

𝑓 𝑥, 𝑦 = න

−∝

∝

න

−∝

∝

𝐹 𝑢, 𝑣 𝑒𝑗2𝜋 𝑢𝑥+𝑣𝑦 𝑑𝑢𝑑𝑣

𝑅2 𝑢, 𝑣
+ 𝐼2 𝑢, 𝑣 称为功率谱

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



傅里叶变换

 二维离散傅里叶变换及逆变换

离散傅里叶变换(DFT)建立了离散空域和离散频域之间的关
系，利用计算机对变换后的信号进行频域处理，比在空域中
更方便。另外，DFT有快速的FFT算法，计算效率提高。

二维离散傅里叶变换形式

𝐹 𝑢, 𝑣 =
1

𝑀𝑁
෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒
−𝑗2𝜋

𝑢𝑥
𝑀+

𝑣𝑦
𝑁

逆变换形式

𝑓 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒
𝑗2𝜋

𝑢𝑥
𝑀+

𝑣𝑦
𝑁

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



傅里叶变换
 二维离散傅里叶变换的性质

➢ 线性系统
多个函数和的傅里叶变换等于各个函数傅里叶变换的和。

𝑎𝑓 𝑥, 𝑦 + 𝑏𝑔 𝑥, 𝑦 ↔ 𝑎𝐹 𝑢, 𝑣 + 𝑏𝐺(𝑢, 𝑣)

➢ 可分离性

二维DFT可通过两次一维DFT完成。对行、列分别进行变换。注：FFT只有一维方法

𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝐹𝑥 𝐹𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑦 𝐹𝑥 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝐹 𝑢, 𝑣 =
1

𝑀𝑁
෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒
−𝑗2𝜋

𝑢𝑥
𝑀+

𝑣𝑦
𝑁 =

1

𝑀
෍

𝑥=0

𝑀−1
1

𝑁
෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗2𝜋
𝑣𝑦
𝑁 𝑒−𝑗2𝜋

𝑢𝑥
𝑀

➢ 移位特性(空间位移)

函数的自变量位移的傅里叶变换产生一个复系数，等效于频谱函数的相位谱改变，而
幅度谱不变。

𝑓(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) ↔ 𝐹(𝑢, 𝑣)𝑒−𝑗2𝜋
(𝑢𝑥0+𝑣𝑦0)

𝑁

(逆变换同样满足)

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



傅里叶变换
 二维离散傅里叶变换的性质
➢ 移位特性(频率位移)
函数的频率位移的傅里叶变换等效于变换域的坐标原点平移，而幅度
谱和相位谱均不变。

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗2𝜋
𝑢0𝑥+𝑣0𝑦

𝑁 ↔ 𝐹(𝑢 − 𝑢0, 𝑣 − 𝑣0)

无论是空间移位还是频域移位，幅度保持不变。
➢ 比例特性
信号在时域中压缩，等效于在频域扩展(频带加宽)。反之亦然。

𝑓(𝑎𝑥, 𝑏𝑦)↔
1

𝑎𝑏
𝐹(
𝑢

𝑎
,
𝑣

𝑏
)

➢ 周期性
𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑎𝑁, 𝑦 + 𝑏𝑁 ↔ 𝐹 𝑢, 𝑣 = 𝐹(𝑢 + 𝑎𝑁, 𝑣 + 𝑏𝑁)

a,b为整数。
➢ 共轭对称性

𝐹∗ 𝑢, 𝑣 = 𝐹 −𝑢,−𝑣

(逆变换同样满足)
𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



傅里叶变换

 二维离散傅里叶变换的性质
➢ 旋转不变性

设极坐标𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑢 = 𝑤𝑐𝑜𝑠𝜙, 𝑣 = 𝑤𝑠𝑖𝑛𝜙, 那么，f(x,y), 
F(u,v)可转化为f(𝑟, 𝜃)和F(𝑤, 𝜙)。

f(𝑟, 𝜃) ↔ F(𝑤, 𝜙)

则函数旋转𝜃0度，有
f(𝑟, 𝜃 + 𝜃0)↔ F(𝑤, 𝜙 + 𝜃0)

➢ 卷积定理

空域中的卷积相当于频域中相乘

𝑓 𝑥, 𝑦 ∗ 𝑔(𝑥, 𝑦)↔ 𝐹 𝑢, 𝑣 𝐺(𝑢, 𝑣)

➢ 相关定理

空域中𝑓 𝑥, 𝑦 与𝑔(𝑥, 𝑦)的相关等价于频域中𝐹∗ 𝑢, 𝑣 与G(u,v)相乘。

➢ 其他性质：频谱中心化、平均值、实偶函数的DFT和实奇函数的DFT

−1 𝑥+𝑦𝑓(𝑥, 𝑦)↔ 𝐹(𝑢 −
𝑁

2
, 𝑣 −

𝑁

2
)

仅含余弦
项的实部

仅含正弦
项的虚部



源图像 图像频谱

图像幅度谱 图像相位谱

图像频谱实部 图像频谱虚部

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



源图像 图像频谱

图像幅度谱 图像相位谱

图像频谱实部 图像频谱虚部

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

低频部分（能量最大）



离散傅里叶变换

 幅度与相位特性

✓图像信号的DFT包含幅度与相位两部分

✓幅度谱具有较明显的信号结构特征，易于解释

✓相位谱类似随机图案，难以解释

✓物体的空间移动，相当于频域的相位移动，因此相位
谱同样重要。对于图像的复原，幅度和相位不可缺少。

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



 图像方面的应用

高、低通滤波

噪声滤波(去噪)

图像压缩、图像增强

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散余弦变换(DCT)

 一维傅里叶变换，问题在于其变换后的参数为复数，
从数据描述上是实数的两倍。因此，希望达到相同的
变换效果，而数据量不增大。

 余弦变换相当于傅里叶变换的简化形式。偶函数的傅
里叶变换是一种余弦变换（保留了实部，而虚部为
0）。

 数字图像f(x,y)一般不具有偶函数条件，但可以通过构
造变成偶函数，形成的离散傅里叶变换即为离散余弦
变换。

 离散余弦变换相当于一个2倍长度的离散傅里叶变换，
前提是对一个实偶函数进行（若对一个实奇函数进行，
则是离散正弦变换）。

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散余弦变换

 一维DCT

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散余弦变换
 一维DCT的定义，对函数f(x)

𝐹 𝑢 =
2

𝑁
෍

𝑥=0

𝑁−1

𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠
𝜋 2𝑥 + 1 𝑢

2𝑁

其归一化表示为

𝐹 𝑢 = 𝑐(𝑢)
2

𝑁
෍

𝑥=0

𝑁−1

𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠
𝜋 2𝑥 + 1 𝑢

2𝑁

其中，

𝑐 𝑢 = ൝
1

2
, 𝑢 = 0

1, 𝑢 = 1,2,… ,𝑁 − 1
(实现正交归一化)

矩阵表达形式
𝐅 = 𝐂𝐟

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散余弦变换

 一维DCT

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

f(x) 

x (x=0,…,N-1)

f’(x) 

x (x=-N,…,N-1)

0 1 2 3 4

0 1 2 3 4-5 -4 -3 -2 -1

𝑓′ 𝑥 = ቊ
𝑓 𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑁 − 1

𝑓 −𝑥 − 1 ,−𝑁 ≤ 𝑥 ≤ −1

2N长度序列

𝑥 = −
1

2

x’=x+1/2

(x’=-N+0.5,…,N-0.5)

1/2-1/2

𝑓′(𝑥′ −
1

2
)

关于x=0对称
右移1/2

DFT

4.5-4.5



离散余弦变换

 一维DCT的推导

𝐹 𝑢 =
1

2𝑁
෍

𝑥′=−𝑁+0.5

𝑁−0.5

𝑓′(𝑥′ −
1

2
)𝑒−

𝑗2𝜋𝑢𝑥′

2𝑁 =
1

2𝑁
෍

𝑥′=−𝑁+0.5

𝑁−0.5

𝑓′(𝑥′ −
1

2
) cos

2𝜋𝑢𝑥′

2𝑁

=
2

2𝑁
σ𝑥′=0.5
𝑁−0.5 𝑓′(𝑥′ −

1

2
) cos

2𝜋𝑢𝑥′

2𝑁
=

2

2𝑁
σ𝑥=0
𝑁−1𝑓′(𝑥) cos

2𝜋𝑢 𝑥+
1

2

2𝑁
(令𝑥 = 𝑥′ −

1

2
)

=
2

2𝑁
෍

𝑥=0

𝑁−1

𝑓(𝑥) cos
𝜋𝑢 2𝑥 + 1

2𝑁

(注：对于正弦部分，正负半轴的正弦之和为0，sin(x)+sin(-x)=0；对于余弦部分，
正负半轴之和为2倍关系,cos(x)+cos(-x)=2cos(x)。)

所以，离散余弦变换相当于是一个2倍长度序列的离散傅里叶变换。

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

1/2-1/2

𝑓′(𝑥′ −
1

2
)

4.5-4.5 x’=x+1/2

(x’=-N+0.5,…,N-0.5)



离散余弦变换

 逆DCT

𝑓 𝑥 =
2

𝑁
෍

𝑥=0

𝑁−1

𝑐 𝑢 𝐹 𝑢 𝑐𝑜𝑠
𝜋 2𝑥 + 1 𝑢

2𝑁

矩阵表达形式

𝐟 = 𝐂T𝐅

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散余弦变换
 二维DCT的定义，对函数f(x,y)

𝐹 𝑢, 𝑣 =
2

𝑁
𝑐 𝑢 𝑐(𝑣)෍

𝑥=0

𝑁−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑐𝑜𝑠
𝜋 2𝑥 + 1 𝑢

2𝑁
𝑐𝑜𝑠

𝜋 2𝑦 + 1 𝑣

2𝑁

其中，

𝑐 𝑢 = 𝑐 𝑣 = ቐ

1

2
, 𝑢, 𝑣 = 0

1, 𝑢, 𝑣 = 1,2, … , 𝑁 − 1

矩阵表达形式 𝐅 = 𝐂𝐟𝐂

矩阵C中𝐶𝑖,𝑗可写为

𝐶𝑖,𝑗 = 𝛼 𝑗 𝑐𝑜𝑠
𝜋 2𝑖 + 1 𝑗

2𝑁
，其中𝛼 𝑗 =

1

𝑁
, 𝑗 = 0

2

𝑁
, 𝑗 ≠ 0

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散余弦变换

 二维DCT的定义，对函数f(x,y)

可见C是与N有关的矩阵：

二维偶函数形式

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



离散余弦变换性质

 同DFT一样，余弦变换为实的正交变换，变换核基函
数正交

 序列的余弦变换相当于DFT的对称扩展形式

 核可分离，采用两次一维变换实现

 余弦变换能量向低频集中

 同DFT, DCT也有快速变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



其他变换

 小波变换

 沃尔什-哈达玛变换

 哈尔变换

图像变换表达式的通用形式：

正变换：𝑇 𝑢, 𝑣 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)

反变换：𝑓 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑥=0

𝑀−1

෍

𝑦=0

𝑁−1

𝑇 𝑢, 𝑣 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)



其他变换

 小波变换

 沃尔什-哈达玛变换

 哈尔变换
哈达玛变换矩阵H由+1和-1组成

矩阵形式：T=HfH; f=HTH，比DFT,DCT更简单

变换矩阵H具有递推公式

沃尔什-哈达玛变换核（变换矩阵）特性：
1）递推性：𝐻2𝑁可由𝐻𝑁递推，𝑊2𝑁可由𝐻𝑁间接递推（行或列的变
号次数，自然定序排列）
2）正交对称： 𝐻𝑁 = 𝐻𝑁

−1 = 𝐻𝑁
𝑇， 𝑊𝑁 = 𝑊𝑁

−1 = 𝑊𝑁
𝑇因此正反变换

具有相同的变换矩阵
3）核可分离：同DFT,DCT，属于可分离的正交变换
4）变换核仅取+1和-1两个值，变换只需加、减运算
5）能量集中：正交变换，变换后，幅度较大的值集中在左上角。
6）能量守恒：变换前后σ𝑚=0

𝑁−1 σ𝑛=0
𝑁−1𝑓2 𝑚, 𝑛 = σ𝑢=0

𝑁−1σ𝑣=0
𝑁−1𝐹2 𝑢, 𝑣



𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



 沃尔什变换核

沃尔什变换核(变换矩阵) 𝑊𝑁可由哈达玛变换核𝐻𝑁间接
得到，如下

𝐻𝑁 𝑊𝑁

行(或列)变号次数、
自然数定序

𝐻4 =

1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

1
−1
−1

1 −1 −1 1

0
3
1
2

𝑊4 =

1 1 1
1 1 −1
1 −1 −1

1
−1
1

1 −1 1 − 1

0
1
2
3

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



沃尔什-哈达玛变换举例
 参见书：P52，例3.1，例3.2

例：给定𝑓 =

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

和𝐻2 =
1

2

1 1
1 − 1

， 𝐻2𝑁 =
1

2

𝐻𝑁 𝐻𝑁

𝐻𝑁 − 𝐻𝑁
，计算

2D-DHT(二维离散哈达玛变换)和2D-DWT(二维离散沃尔什变换)

分析：由𝐻2递推计算𝐻4，然后𝐹 = 𝐻4𝑓𝐻4

由𝐻4间接递推计(行或列变号次数，行或列自然排序)算𝑊4，然后
𝐹 = 𝑊4𝑓𝑊4

通常应用在图像变换和图像压缩中

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



K-L变换(重要)

 假如一幅图像在某个通信信道中传输了L次，由于传输
过程中受到噪声或干扰的影响，接收到的图像混有随
机干扰成分。称为随机图像集合，其中各图像之间存
在相关性但又不相等。

 K-L变换是针对这类随机的图像集合提出的。当对L个
图像变换后，得到的新图像集合中，各图像特征之间
互不相关(去相关，正交)。

 对变换后的图像中，利用K(K<L)个图像恢复的图像是
原图像在统计意义上(MSE,均方误差最小准则)的最佳
逼近。

Karhunen-Loeve变换，也称Hotelling变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



K-L变换

 K-L变换的数学思想

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



K-L变换

 K-L变换的数学思想

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



K-L变换

 K-L变换矩阵的计算

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



K-L变换

 K-L变换矩阵的计算

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



K-L变换

 K-L变换矩阵的计算

 在计算出特征向量矩阵后，通常进行归一化，使得变换矩阵的正交特性更加
显而易见。

 由于K-L变换采用了特征向量对应的最大特征值的思想，也被称为主分量变换。
能量主要集中在特征值较大的系数中，因此如果只用前k个较大的特征值对应
的特征向量，构造变换矩阵，对图像质量不会产生大的影响。

 K-L变换属于线性变换，变换核是不可分离的，通过图像的统计特性获得。

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



小波变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



小波变换
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小波变换
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小波变换
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小波变换
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小波变换
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小波变换
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小波变换
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小波变换

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



 STFT

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别

相当于人为设计了一个时间平移因子，可以近似局部分析信号的
频率位置。



𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



小波变换

 小波变换的出现

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



小波变换

 小波变换的出现



小波变换

 小波变换的出现



小波变换





在实际应用中，Db小波有成
熟的工具箱，可以方便程序
调用，进行小波系数获取。

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别



小结

 图像变换是图像处理的一种基本方法，本部分主要介
绍了图像的几何变换、一系列正交变换：离散傅里叶
变换、离散余弦变换、离散沃尔什-哈达玛变换、K-L
变换、小波变换。

 DFT,DCT, DHT-DWT为可分离的正交变换，K-L变换
为不可分离的正交变换(主分量变换)

𝐼𝑃𝑅,图像处理与识别


