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第四章： 线性建模
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线性建模

在人工智能/机器学习中，核心的本质问题是推断属性变量（自

变量）与响应变量（因变量）之间的函数关系，使得给定任何一
个属性集合，可以通过该函数关系，预测其响应。

高数中的自变量x与因变量y，有以下函数关系

y=h(x)
线性建模的目的：

当给定一组（x,y）集合时，如何估计函数h(.)的表达式？

机器学习—线性回归 张磊

第四章：线性回归算法

121



线性建模

例1：建立一个能够执行疾病诊断的模型h(.)。

已知条件：已知疾病状态（健康、患病）的多个患者，以及对这
些患者测量的属性（血压、心率、体重等）

例2：通过某用户在电影网页上的点击情况，预测该用户的喜好。

已知条件：已知被点击的电影种类（喜剧、动作、恐怖等），以
及该用户对每个种类的点击次数。

机器学习—线性回归 张磊
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模型假设

在建立回归模型时，模型假设很重要。

机器学习—线性回归 张磊
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线性建模

线性建模是机器学习中最直接的学习问题：学习 属性与响应之
间的线性关系。

例：建立苹果的重量预测模型：单属性问题（一维问题）

已知条件：已知N个苹果的重量𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑁，以及N个苹果的水
平宽度𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁 。

任务：估计苹果的重量预测线性模型𝑡 = ℎ 𝑥 = 𝜔0 + 𝜔1𝑥

机器学习—线性回归 张磊
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什么是好的准则？

为了选择某种方式下最好的𝜔0和𝜔1值，使得该直线能够尽可
能与所有数据点接近。

度量“好”的方法是采用“平方差”，即预测的苹果重量h与
实际重量t之间的平方差（为什么要平方？），定义为

𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1
𝟐

该式子表示第n个苹果的预测误差，该值越小，说明模型ℎ ∙ 在
𝑥𝑛处的值越接近𝑡𝑛。

该度量有个专业称呼：“平方损失函数”(squared loss function)，
因此，第n个苹果（样本）的损失可以定义为

𝐿 𝑡𝑛, ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1 = 𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1
𝟐

机器学习—线性回归 张磊
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什么是好的模型？

对于全部的N个苹果，我们希望所有苹果的损失都小，因此，有总体平
均损失：

𝐿 =
1

𝑁


𝑛=1

𝑁

𝐿 𝑡𝑛, ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1 =
1

𝑁


𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1
𝟐

我们建模的目的是求得最佳的𝜔0, 𝜔1,使得平均损失L达到最小。

上面的问题可以写成专业化的机器学习模型：

min
𝜔0,𝜔1

𝐿 =
1

𝑁


𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1
𝟐

或者 𝜔0, 𝜔1 = arg min
𝜔0,𝜔1

𝐿 =
1

𝑁
σ𝑛=1
𝑁 𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1

𝟐

机器学习—线性回归 张磊
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求解过程

将损失函数展开

𝐿 =
1

𝑁
σ𝑛=1
𝑁 𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1

𝟐

=

⋮

=
1

𝑁
σ𝑛=1
𝑁 𝜔1

2𝑥𝑛
2 + 2𝜔1𝑥𝑛 𝜔0 − 𝑡𝑛 + 𝜔0

2 − 2𝜔0𝑡𝑛 + 𝑡𝑛
2

计算损失函数L对𝜔0和𝜔1的偏导数，并令导数为0，可得出损失最
小值时的两个估计参数。

机器学习—线性回归 张磊
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预测过程(测试推理阶段)

通过极值求解，可获得𝜔0和𝜔1的最佳估计值ෝ𝜔0和 ෝ𝜔1，从而可
以写出函数表达式

𝑡 = ෝ𝜔0 + ෝ𝜔1𝑥 = −0.8 + 0.19𝑥

此时，对于一个新的样本（苹果），经过测量，发现其宽度为
12cm，那该苹果的重量应该是多少？

𝑡 = −0.8 + 0.19 × 12 = 1.48𝑘𝑔

机器学习—线性回归 张磊
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模型的矩阵求解

继续考虑刚才的模型
𝑡𝑛 = ℎ 𝑥𝑛 = 𝜔0 + 𝜔1𝑥𝑛

可以写成

𝑡𝑛 = ℎ 𝐱𝑛 = 𝜔0, 𝜔1
1
𝑥𝑛

= 𝐰T𝐱𝑛

现将N个样本的属性向量𝐱𝑛合并成一个矩阵X

𝐗 =
𝐱1
T

⋮
𝐱𝑁
T

=

1 𝑥1
1 𝑥2
⋮

1 𝑥𝑁
也将N个样本的目标𝑡𝑛合并成一个向量

𝐭 = 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑁
T

机器学习—线性回归 张磊
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模型的矩阵求解
原损失函数

𝐿 =
1

𝑁


𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1
𝟐

可以完全等价地转为向量和矩阵的函数，即

𝐿 =
1

𝑁
𝐭 − 𝐗𝐰 T 𝐭 − 𝐗𝐰

=
1

𝑁
𝐭T − 𝐗𝐰 T 𝐭 − 𝐗𝐰

=
1

𝑁
𝐰T𝐗T𝐗𝐰 −

2

𝑁
𝐰T𝐗T𝐭 +

1

𝑁
𝐭T𝐭

此时，可以通过矩阵向量求导，直接获得w,而无需对𝜔0, 𝜔1分别求
偏导。

机器学习—线性回归 张磊
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模型的矩阵求解

𝐿 =
1

𝑁
𝐰T𝐗T𝐗𝐰 −

2

𝑁
𝐰T𝐗T𝐭 +

1

𝑁
𝐭T𝐭

此时，可以通过矩阵向量求导，可以直接获得w,而无需对𝜔0, 𝜔1
分别求偏导。

因为
𝝏𝐿

𝝏𝐰
=

𝝏𝐿

𝝏𝜔0

𝝏𝐿

𝝏𝜔1

=
2

𝑁
𝐗T𝐗𝐰 −

2

𝑁
𝐗T𝐭 = 0

可以推出
𝐗T𝐗𝐰 = 𝐗T𝐭

那么𝐰 = 𝐗T𝐗
−𝟏
𝐗T𝐭（完毕）

机器学习—线性回归 张磊
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模型的矩阵求解

现在已经获得w的解析表达式

𝐰 = 𝐗T𝐗
−𝟏
𝐗T𝐭 =

𝜔0

𝜔1

例：给出3个样本点组成的集合

𝐗 =
1 1
1 3
1 5

, 𝑡 =
4.8
11.3
17.2

如何建立线性模型的表达式？

预测：给定一个属性𝐱𝑛𝑒𝑤 = 1 𝑥𝑛𝑒𝑤
T的新向量, 其预测公式：

𝑡𝑛𝑒𝑤 = 𝜔0 + 𝜔1𝑥𝑛𝑒𝑤 = 𝜔0 𝜔1 1 𝑥𝑛𝑒𝑤
T = 𝐰T𝐱𝑛𝑒𝑤

机器学习—线性回归 张磊
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机器学习—线性回归 张磊
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线性建模-多维问题

多维问题是机器学习在实际应用中的普遍问题，即有多个属性
的情况。

例：建立一个能够执行疾病诊断的线性模型：多属性问题（多
维）

已知条件：已知疾病状态（健康、患病）的N个患者，以及每个
患者的血压值𝑥1、心率𝑥2 、体重𝑥3等，通过多个方面的因素，
来预测患者的身体状况（响应）。

机器学习—线性回归 张磊
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线性建模-多维问题

如果有d个属性，此时的属性向量xn，可以表示为

𝐱𝑛 =

1
𝑥1,𝑛
⋮

𝑥𝑑,𝑛

那么, 多维下的预测可以写成

𝑡𝑛 = 𝜔0 + 𝜔1𝑥1,𝑛 + 𝜔2𝑥2,𝑛 + 𝜔3𝑥3,𝑛 +⋯+ 𝜔𝑑𝑥𝑑,𝑛 =

𝜔0

𝜔1
𝜔2

⋮
𝜔𝑑

T
1
𝑥1,𝑛
⋮

𝑥𝑑,𝑛

= 𝐰T𝐱𝑛

机器学习—线性回归 张磊
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线性建模-多维问题：模型的矩阵求解

现将N个样本的属性向量𝐱𝑛 = 𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ⋯ , 𝑥𝑑,𝑛
T
合并成一个矩

阵X

𝐗 =

𝐱1
T

𝐱2
T

⋮
𝐱𝑁
T

=

𝑥1,1, 𝑥2,1, ⋯ , 𝑥𝑑,1
𝑥1,2, 𝑥2,2, ⋯ , 𝑥𝑑,2

⋮
𝑥1,𝑁, 𝑥2,𝑁, ⋯ , 𝑥𝑑,𝑁

∈ ℜ𝑁×𝑑

也将N个样本的目标𝑡𝑛也合并成一个向量
𝐭 = 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑁

T

对于{健康、患病}两种响应，通常可以用+1和-1表示目标t.

机器学习—线性回归 张磊
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线性建模-多维问题：模型的矩阵求解
损失函数

𝐿 =
1

𝑁
𝐗𝐰− 𝐭 T 𝐗𝐰− 𝐭 =

1

𝑁
𝐰T𝐗T𝐗𝐰 −

2

𝑁
𝐰T𝐗T𝐭 +

1

𝑁
𝐭T𝐭

通过计算
𝝏𝐿

𝝏𝐰
=

𝝏𝐿

𝝏𝜔1

𝝏𝐿

𝝏𝜔2

⋮
𝝏𝐿

𝝏𝜔𝑑

=
2

𝑁
𝐗T𝐗𝐰 −

2

𝑁
𝐗T𝐭 = 0

可以推出
𝐗T𝐗𝐰 = 𝐗T𝐭

那么𝐰 = 𝐗T𝐗
−𝟏
𝐗T𝐭（完毕）

机器学习—线性回归 张磊
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线性建模-多维问题：模型的矩阵求解

举例：设有4个患者，测量血压值、心率、体重三个属性。

现将4个样本的属性向量𝐱𝑛 = 𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, 𝑥3,𝑛
T
合并成一个矩阵X

𝐗 =

𝐱1
T

𝐱2
T

𝐱3
T

𝐱4
T

=

𝑥1,1, 𝑥2,1, 𝑥3,1
𝑥1,2, 𝑥2,2, 𝑥3,2
𝑥1,3, 𝑥2,3, 𝑥3,3
𝑥1,4, 𝑥2,4, 𝑥3,4

=

80,70,50
150,100,70
100,80,60
60,120,40

∈ ℜ4×3

也将N个样本的目标𝑡𝑛也合并成一个向量
𝐭 = 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4

T = 1,−1,1, −𝟏 T

对于{健康、患病}两种响应，分别用+1和-1表示.

机器学习—线性回归 张磊
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线性建模-多维问题：模型的矩阵求解

一般，X中的数值很大，需要对属性值进行归一化处理，以便于
求解和计算。归一化方法，通常除以属性最大值实现。

𝐗 =

80,70,50
150,100,70
100,80,60
60,120,40

→

80

150
,
70

120
,
50

70
150

150
,
100

120
,
70

70
100

150
,
80

120
,
60

70
60

150
,
120

120
,
40

70

→

8

15
,
7

12
,
5

7

1,
5

6
, 1

2

3
,
2

3
,
6

7
2

5
, 1,

4

7

利用解析形式𝐰 = 𝐗T𝐗
−𝟏
𝐗T𝐭，很容易计算出模型的参数w

机器学习—线性回归 张磊
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普通最小二乘线性回归总结：

 模型的最优解，可以通过最小化误差的平方和（损失函数）
进行计算。

𝐿 =
1

𝑁


𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 − ℎ 𝑥𝑛; 𝜔0, 𝜔1
𝟐

 最小二乘法回归算法存在闭解（解析解、精确解）

𝐰 = 𝐗T𝐗
−𝟏
𝐗T𝐭，其中X是样本数据矩阵，t是目标值矢量。

机器学习—线性回归 张磊
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机器学习—线性回归 张磊
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普通最小二乘线性回归与极大似然估计的关系？

最小二乘解即为极大似然解！



几个概念回顾：

大数定律(伯努利)

其通俗表示：当样本足够多时，样本均值收敛于数学期望（依概率收敛）。

1）伯努利大数定律

描述：N次伯努利试验中，事件1发生的频次为n，而事件1每次发生的概率
为p，则对任意小的正数𝜺，有

𝐥𝐢𝐦
𝑵→∞

𝑷
𝒏

𝑵
− 𝒑 < 𝜺 = 𝟏

通俗的表述：当执行无穷次试验，事件1发生频率几乎接近其发生的概率。

（抛硬币试验即是伯努利试验，只有发生或不发生）

机器学习—线性回归 张磊
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几个概念回顾：

大数定律(伯努利)

其通俗表示：当样本足够多时，样本均值收敛于数学期望（依概率收敛）。

2）辛钦大数定律

描述：设 𝑿𝒊, 𝒊 = 𝟏,… ,𝑵 中为独立同分布的随机变量序列，若期望存在为
𝝁，则服从大数定律，有

𝐥𝐢𝐦
𝑵→∞

𝑷
𝟏

𝑵


𝒊
𝑿𝒊 − 𝝁 < 𝜺 = 𝟏

通俗的表述：当N趋于无穷大时，序列的均值几乎接近其期望值。

机器学习—线性回归 张磊
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几个概念回顾：

大数定律(伯努利)

其通俗表示：当样本足够多时，样本均值收敛于数学期望。

3）切比雪夫大数定律

描述：与辛钦大数定律类似，区别在于其并不需要假设 𝑿𝒊, 𝒊 = 𝟏,… ,𝑵
为同分布的随机变量序列。

更加具有一般性。

机器学习—线性回归 张磊
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几个概念回顾：

中心极限定理(棣莫佛)

考虑独立同分布的随机变量Y1, Y2, …, Yn的集合，它们服从一任意的概率
分布(均匀分布、指数分布等)，均值为𝜇, 有限方差为𝜎2。定义样本均值

𝑌𝑛 =
1

𝑛


𝑖=1

𝑛

𝑌𝑖

则当𝑛 → ∞时，
𝑌𝑛−𝜇

𝜎

𝑛

，服从一正态分布𝑁 0,1 ，均值为0且标准差为1。

问题：均值为何为0？即𝑛 → ∞ , 𝑌𝑛 = 𝜇？

机器学习—线性回归 张磊
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普通最小二乘线性回归与极大似然估计的关系：
 最小二乘实质是极大似然解。

已知N个训练样本的集合 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 ,…, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 , … , 𝑥𝑁, 𝑦𝑁 。假设

样本概率分布之间是相互条件独立的。

那么联合似然概率：

𝑃 𝑦|𝑥;𝑤 =ෑ

𝑛=1

𝑁

𝑃 𝑦𝑛|𝑥𝑛; 𝑤 =ෑ

𝑛=1

𝑁
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
𝑦𝑛−𝑤

𝑇𝑥𝑛
2

2𝜎2

极大似然估计，就是找出使得样本集的似然概率最大的一组参数w；
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如何理解这句话？



普通最小二乘线性回归与极大似然估计的关系：

 最小二乘实质是极大似然解。

根据之前的模型，我们希望预测值与真实值之间的误差尽可能小。令：
𝑦𝑛 = 𝑤𝑇𝑥𝑛 + 𝜉𝑛

其中，𝜉𝑛是一个随机变量，假设𝜉𝑛~𝒩 0, 𝜎2 （大数定律和中心极限定理）。

那么𝑦𝑛~𝒩 𝑤𝑇𝑥𝑛, 𝜎
2 ，因此：

𝑃 𝑦𝑛|𝑥𝑛; 𝑤 =
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
𝑦𝑛−𝑤

𝑇𝑥𝑛
2

2𝜎2

机器学习—线性回归 张磊

第四章：线性回归算法

147



普通最小二乘线性回归与极大似然估计的关系：

 最小二乘实质是极大似然解(极大似然估计MLE: Maximum 
likelihood estimation)。

max
𝑤

𝐿 𝑤 = 𝑃 𝑦|𝑥;𝑤 =ෑ

𝑛=1

𝑁

𝑃 𝑦𝑛|𝑥𝑛; 𝑤 =ෑ

𝑛=1

𝑁
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
𝑦𝑛−𝑤

𝑇𝑥𝑛
2

2𝜎2

上述最大化问题等效于似然函数L(w)的对数！
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普通最小二乘线性回归与极大似然估计的关系：

 最小二乘实质是极大似然解(极大似然估计MLE: Maximum likelihood 
estimation)。

max
𝑤

𝐿 𝑤 ≜max
𝑤

𝑙𝑜𝑔𝐿 𝑤

= 𝑙𝑜𝑔ෑ

𝑛=1

𝑁

𝑃 𝑦𝑛|𝑥𝑛; 𝑤 = 𝑙𝑜𝑔ෑ

𝑛=1

𝑁
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
𝑦𝑛−𝑤

𝑇𝑥𝑛
2

2𝜎2 = 

𝑛=1

𝑁

𝑙𝑜𝑔
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
𝑦𝑛−𝑤

𝑇𝑥𝑛
2

2𝜎2

⟺min
𝑤



𝑛=1

𝑁

𝑦𝑛 − 𝑤𝑇𝑥𝑛
2
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最小二乘
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存在的问题：当𝐗 ∈ ℜ𝑁×𝐷非列满秩时（且N<D），𝐗T𝐗是奇异矩阵，那么计算

𝐗T𝐗
−𝟏

会产生较大误差，变成了一个不适定问题(病态问题，欠定)，该模型缺

乏稳定性（对噪声的敏感性很强）！

奇异矩阵A：|A|=0; 矩阵A是非满秩矩阵；
非奇异矩阵A: |A|≠0; 矩阵A是满秩矩阵。



欠定问题、超定问题：

对于数据矩阵𝑿 ∈ 𝕽𝑵×𝒅, d为属性维度，N为样本点数。

 所谓欠定问题，即不适定问题，是由于样本点数目少于变量
的数目，即X不是列满秩的，解不唯一（需要增加限定条件，
即先验知识）；

 超定问题，是样本点数目大于变量的数目，且X为列满秩。

对于超定方程问题，解不存在，但存在近似解。最小二乘是
用于解决超定问题，获得最佳近似解。
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模型的性能评价

已经介绍了普通最小二乘法的原理，对于由N个样本，计算出的
最小二乘模型参数w，如何说明该模型是好的呢？

 一般地，在机器学习中，为了验证模型的好坏，还需要一组
新的样本（测试样本集）进行测试，根据测试准确率，判定
模型的好坏。注：测试样本集是独立于N个样本的（也称训
练样本）。

 交叉验证（Leave-one-out cross validation, LOO）：K折交叉验

证，也是目前机器学习和人工智能领域具有代表性的验证模
型泛化能力的训练方法。
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模型的性能评价

K折交叉验证（Leave-one-out cross validation, LOO）（留一法）：

将数据集分成相同数量的K份（K折），每份数据分别轮流作为
测试集，其余的K-1份作为训练集。执行K次测试的平均精度，作
为最后的模型精度。

特别注意的是：当K=N时，N折交叉验证，变成了“留一法”，

即每个样本分别轮流作为测试样本（测试集中只有一个样本），
剩余的N-1个样本作为训练集。

为什么要提出模型性能的评价方式？？
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模型的性能评价

某些领域（医学）数据十分昂贵，如果仅有的少量数据还要拿
出一些数据作为验证集，实属浪费。

From leave-one-out to leave-zero-out (data augmentation)
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leave-one-out leave-zero-out



广义线性回归

给定一组样本： ，我们要拟合下面的假设

其中， 为基函数，可以是多阶的函数，比如平方、立方等。

为了求最佳的预测系数w, 我们需要最小化下列损失函数

那么最优解w可以写为
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广义线性回归

 由前面的分析 可知，hw(x)对于参数w来说，是线性模型。但并不意
味着， hw(x)是关于输入x的线性函数，比如hw(x) =wx2。(多项式回归)

 因此，广义的线性模型可以写成

其中， 为基函数。

 线性假设模型还可以重新写成

其中，𝚽是由 𝝓 𝐱𝒋 构成的矩阵。
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关于w的
线性模型



广义线性回归

采用不同基函数（不同阶次）的回归模型效果
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1阶回归（is it better to fit the data?） 2阶回归



广义线性回归

采用不同基函数（不同阶次）的回归模型效果
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3阶回归 (is it better to fit the data?) 4阶回归



广义线性回归

采用不同基函数（不同阶次）的回归模型效果
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5阶回归 (is it better to fit the data?) 6阶回归



广义线性回归

采用不同基函数（不同阶次）的回归模型效果
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7阶回归 (is it better to fit the data?) 8阶回归



广义线性回归

采用不同基函数（不同阶次）的回归模型效果
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9阶回归 (is it better to fit the data?)



过拟合（overfitting）

 一般来说，过拟合是所有机器学习算法中的一个非常重要的
问题；

 通常，我们能够找到一种完美的假设，准确无误的预测训练
数据。但是，对于新数据却不能够很好的预测（泛化能力很
差）。

 通过刚才的例子看到，如果参数越来越多，模型倾向于“记
忆”训练数据点，而不是“推理”某种规律。
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过拟合（overfitting）与欠拟合（underfitting）
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 M为模型的阶数，反映模
型的自由度和复杂度。

 过拟合是指，训练样本的
误差非常低，而新测试样
本的预测误差非常大。

 欠拟合是指，训练样本的
预测误差非常高（学习不
够）。

 通常，过拟合是更为常见
的问题，因此，在建模过
程中，我们需要经验和理
论分析，来避免这个问题。



过拟合（overfitting）与欠拟合（underfitting）
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 从图中可以看出，M=0,1,2时，
属于欠拟合（训练误差较大）

 M=3,4,5,6,7,8时，属于拟合情

况良好；但根据模型的几个准
则（参数越少、模型越简单越
好），显然M=3是最佳参数。

 M=9时，属于过拟合。（训练
误差非常小，接近0，但测试误
差非常大）



在设计模型寻求某种假设时，如何防止过拟合（overfitting）与欠
拟合（underfitting）？

非常有效的交叉验证策略：

 将整个数据集分成3个独立的部分：训练集、验证集、测试集

✓ 训练集是用于训练某种假设；

✓ 验证集用于检验假设的可靠性，并进一步修正模型（即M）；

✓ 测试集用于检验最终模型假设的性能。

一般地，采用随机分割的形式，执行以上程序N次，每次测试集的
准确率的平均值为最终的模型的性能评价指标。
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最佳的假设h(x)依赖于训练样本数量和模型复杂度
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10个训练样本的回归曲线（M=3）
红色表示假设曲线，绿色为真实值

100个训练样本的回归曲线 (M=3)
假设与真实更加接近



最佳的假设h(x)依赖于训练样本数量和模型复杂度

分类问题：
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对假设的精度进行评估是机器学习的基本问题。

然而，由于有限的数据样本一般不代表数据的一般分布，所以利用
有限样本得出的假设精度可能存在误差。

我们将介绍一种统计的方法，结合有关数据基准分布的假定，我们
可以用有限数据样本的观察精度来逼近整个数据分布的真实精度。
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评估假设

一、样本错误率

样本错误率：该假设在可见数据S上的错误率；

定义：假设h关于目标值和可见数据S的样本错误率为

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ =
1

𝑛


𝑥∈𝑆
𝛿 𝑓 𝑥 , ℎ 𝑥

其中，n为样本集S的数量。如果𝑓 𝑥 ≠ ℎ 𝑥 ，𝛿 𝑓 𝑥 , ℎ 𝑥 = 1，

否则𝛿 𝑓 𝑥 , ℎ 𝑥 = 0
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可类比抛掷硬币问题中计算硬币出现正面的概率：n个样例中假设出错的次数，等价于抛掷n次硬币出现正面的次数（可见样本的错误率）



评估假设

二、真实错误率

真实错误率：该假设在分布为D的整个实例集合上的错误率；

定义：假设h关于目标值和分布为D的真实错误率，为h按D分布随
机抽取的实例被误分类的概率

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ = 𝑃𝑟𝑥∈𝐷 𝑓 𝑥 ≠ ℎ(𝑥)

问题：𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 在何种程度上提供了对𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 的估计？
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该真实错误率估计问题等价于估计抛出一枚硬币出现正面的概率p（即，随机抽取的实例被错误预测的概率𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ ）；



评估假设

三、真实错误率的估计

问题：𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 在何种程度上提供了对𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 的估计？

考虑假设h为离散的情况，利用假设h在S上观察到的样本错误率估计真实错
误率。举例：

• 样本集S包含n个样本，其抽取方式按照概率分布D抽样，且相互独立；

• 样本数n ≥ 𝟑𝟎

• 假设h在这n个样例上犯错次数为r。显然，𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ = 𝑟/𝑛
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统计发现，当重复上述实验多次(每次抽取n个实例)，随机变量𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 呈现出二项分布；

二项分布刻画的是抛掷硬币n次出现r次正面的概率，即n个随机样例中出现r次预测错误的概率。



二项分布：

一个二项分布刻画了对于一个出现正面概率为
p的硬币，独立投掷n次中观察到r次正面的概
率。

给定一个随机变量X服从二项分布，X=r的概率
表达式为

𝑃 𝑋 = 𝑟 =
𝑛!

𝑟! 𝑛 − 𝑟 !
𝑝𝑟 1 − 𝑝 𝑛−𝑟

X的期望E(X)=np

X的方差Var(X)=np(1-p)
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期望的定义：考虑随机变量X的
可能取值为x1,…,xn, 则X的期望
值E[X]为

𝐸 𝑋 =
𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖

方差的定义：
𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸[𝑋] 2

n次伯努利实验：指“是/否”的决策



(1)考虑假设h的样本错误率𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ ，即n个随机样例组成的集合S中，
出现r次犯错的比率：

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ =
𝑟

𝑛
其中，随机变量𝑟~𝐵 𝑛, 𝑝 , 均值𝐸 𝑟 = 𝑛𝑝, 方差𝑉𝑎𝑟 𝑟 = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)

(2)𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 是一个二项分布，其均值和标准差为

𝐸[𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ ] =
𝐸[𝑟]

𝑛
= 𝑝

𝜎 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ =
𝑉𝑎𝑟 𝑟

𝑛
=

𝑝(1 − 𝑝)

𝑛

机器学习—线性回归 张磊

第四章：线性回归算法

173

可以发现：样本错误
率的期望正是真实错
误率p (即无偏估计, 
E(Y)-p=0)。p的近似
值为r/n

评估假设



评估假设

三、真实错误率的估计

问题：𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 在何种程度上提供了对𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 的估计？

真实错误率以概率P的可能性落在下面的区间内

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ = 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ ± 𝑧𝑃
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 1 − 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ

𝑛

其中𝑧𝑝为双侧的P置信区间的常量。对于正态分布，当P=95%时，𝑧𝐏 =
1.96；当P=90%时，𝑧𝑷 = 1.64。

统计意义：当从D中随机抽取多个样本测试时，会发现95%的实验计算
所得区间包含真实错误率。
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通常描述某个估计的不确定性的方法是使用置信区间，真实的值（真实
错误率）以一定的概率落入该区间中。因此，估计真实错误率的问题转
化为估计置信区间的问题。

定义：某个参数q的N%置信区间是一个以N%的概率包含q的区间。

如果要估计𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 的置信区间，只需要找到以𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 为中心的区
间，区间的宽度需要保证𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 能有95%的机会落入其中。
对于二项分布来说，计算置信区间比较繁琐。当样本数n足够大时（研究表明np(1-p)>5
时），二项分布可以近似为正态分布。而正态分布的置信区间有统计列表做指导。
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置信区间



正态分布的置信区间（双侧）：

置信区间的半宽度利用常数𝑧𝑁和标准差表示。

𝑧𝑁: 包含N%概率质量的关于均值的最小区间的宽度。

总之，如果随机变量Y服从𝓝 𝝁,𝝈𝟐 ，那么Y的任意一个观察值y有N%

的机会（概率）落入下面的区间：
𝜇 ± 𝑧𝑁𝜎
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置信区间

置信度N% 50% 68% 80% 90% 95% 98% 99%

常量𝑧𝑁 0.67 1.00 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58
双侧情况

𝑧𝑁 =1.96



评估假设
三、真实错误率的估计
问题：𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 在何种程度上提供了对𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 的估计？

真实错误率以概率p的可能性落在下面的区间内
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ = 𝜇 ± 𝑧𝑁𝜎

= 𝑝 ± 𝑧𝑁
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ = 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ ± 𝑧𝑝
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 1 − 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ

𝑛

其中，𝑧𝑝为双侧的p置信区间的常量。当p=95%时，𝑧𝑝 =
1.96；当p=90%时，𝑧𝑝 = 1.64。
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利用近似p=r/n

=𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ

推导中的两个近似：
1. 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 近似为
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ ，当n≥30时，
效果较好
2. 二项分布近似为正态
分布，当np(1-p)≥5时，
效果较好



评估假设

三、真实错误率的估计

问题：𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 在何种程度上提供了对𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ 的估计？

举例：当数据集S包含40个样例时，产生了r=12个错误，对于置信水平p=0.95
时，则有：

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ =
12

40
= 0.3

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝐷 ℎ = 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ ± 𝑧𝑝
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ 1 − 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑆 ℎ

𝑛

= 0.3 ± 1.96
0.3 1 − 0.3

40

= 0.3 ± 0.14
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评估假设

四、算法假设评估与检验

问题：对于两个算法A和B，其获得的假设分别为h1和h2，使用大
小为100的独立样本集S，且知道𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟏 = 𝟎. 𝟑, 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟐 =
𝟎. 𝟐。那么，“𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟏 > 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟐 的可能性有多大？”

分析：上述问题可转化为

𝒅 = 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟏 − 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟐 > 𝟎的概率有多大？
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评估假设

四、算法假设评估与检验

考虑估计量：
𝒅 = 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟏 − 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟐 = 𝟎. 𝟑 − 𝟎. 𝟐 = 𝟎. 𝟏

显然，𝒅是d的无偏估计量，即𝑬 𝒅 = 𝒅。

根据前面所讲内容，𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟏 和𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟐 近似为正态分布，
那么𝒅也服从正态分布。有：
𝝈𝒅

=
𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟏 (𝟏 − 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟏 )

𝒏
+
𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟐 (𝟏 − 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑺 𝒉𝟐 )

𝒏
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评估假设

四、算法假设评估与检验

那么，d的N%双侧置信区间估计为：
𝒅 ± 𝒛𝑵𝝈𝒅

回到刚才的问题：“𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟏 > 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟐 的可能性有多大？”

即，“𝒅 = 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟏 − 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟐 > 𝟎的概率有多大？”

问题转化：已知𝒅 = 𝟎. 𝟏, 实际上就是考查“𝒅 < 𝒅 + 𝟎. 𝟏的概率有多大？”

按照标准的表达式，𝒅落入下列区间的概率（单侧区间）：
𝒅 < 𝝁𝒅 + 𝒛𝑵𝝈𝒅

已知𝝈𝒅 = 0.061，那么𝒛𝑵 ≈ 𝟏. 𝟔𝟒，查表可知，对应置信度为90%的双侧区
间。而对于单侧区间，则有95%的置信度。
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评估假设

四、算法假设评估与检验

结论：对于观察到的𝒅 = 𝟎. 𝟏，𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟏 > 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟐 的可能
性有95%。（具有统计显著意义）

统计学术语：接受(accept)“𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟏 > 𝒆𝒓𝒓𝒐𝒓𝑫 𝒉𝟐 ”这一假
设的置信度为0.95；

或者：以1-0.95=0.05的显著水平，拒绝(reject)对立假设。

机器学习—线性回归 张磊

第四章：线性回归算法

182


