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第五章： 正则化
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正则化是机器学习中的重要一环，其目的是为了降低模型复杂度，

增强模型的抗噪声能力，防止模型对训练数据集的过拟合（过学习）。
换句话说，正则化是用于对模型参数的一种约束。
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举例：一个2阶和5阶的拟合函数



原线性模型的最小化表达式为

为了获得一个较好的模型，我们希望模型复杂度越小越好（阶数
越小），也就是希望得到

那么模型应当改进如下
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将上述模型写成以下形式：
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正则化项

正则化参数 是一个可调的参数（误差项和正则项之间的平衡系
数）,如果该值非常大,则获得的参数就会非常小! 容易产生”欠拟合”，
因此在算法编程中，可调试该参数。

一个好的机器学习模型，既要反映数据中的蕴含信息，又要反映先验信息。



1）正则化实际上是在经验误差函数上加约束，这种约束的解释就
是先验知识，对参数进行正则化等价于对参数引入某种先验分布。

2）正则化解决了逆问题的不适定性，产生的解依赖于数据，而不
易受噪声影响。
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实际上,正则化是对模型参数的约束,带有约束的模型可以进一步改写



正则化是机器学习也是机器学习中的重要一环，其目的是为了降
低模型复杂度，增强模型的抗噪声能力，防止模型对训练数据集
的过拟合（过学习）。换句话说，正则化是用于对模型参数的一
种约束。
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多维下的线性回归模型表达

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

其中， 是模型参数（向量或矩阵）。
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多维下的正则化线性回归模型表达

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

其中， 是模型参数（向量或矩阵）。

与非正则化相比，目标函数中多了一项，即在最小化误差的同时，
还要保持参数值比较小。
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正则化最小二乘模型（岭回归）

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

其中， 是模型参数（向量或矩阵）。
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正则化最小二乘模型（岭回归）

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

模型求解：

令 为目标函数。

求导：
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多维下的正则化线性回归模型表达

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

其中， 是模型参数（向量或矩阵）。

注：这里正则化项的设计采用的是L2-norm(Tikhonov regularization),
是一种很平滑的约束，但并不稀疏。
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解的几何分析
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吉洪诺夫正则化(Tikhonov Regularization, 1943, 1963)

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

其中， 是吉洪诺夫矩阵,在许多情况下 。

对于L2-Norm,解的稀疏性不好，（如何能保证求解的稀疏性？）
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多重共线性问题

多重共线性是指模型中解释变量之间存在精确相关关系或高度
相关关系而使模型失真或难以估计。

有效数据是获得精确模型的前提条件。在最小二乘问题中，当
多重共线性问题出现时，|X’X|接近于0，导致奇异发生，从而其矩
阵的逆不存在。

在正则化最小二乘问题中，通过引入λI可较大程度上降低奇异
矩阵的发生概率。

数据矩阵X非列满秩，如何理解“秩”的意义？
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多重共线性问题

特征的选择，即强解释性变量的选择。

采用稀疏正则化，对于删除模型中无效变量（导致共线性）或无
意义变量具有较好的效果。

在L2范式下的约束中，使得模型的解收缩到一个较小的值，但收缩
到0的概率较低。对于无效变量的删除作用不强。
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多维下的稀疏正则化线性回归模型表达

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

L0-范数表示向量 中非零元素的个数。

注：这里正则化项的设计采用的是L0-norm,是一种强稀疏约束。

但求解时，由于L0的非凸性，难以求解NP-hard。通常采用松弛化。
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基本概念

凸函数、凸优化、凸集

𝑓 𝑡𝑥1 + 1 − 𝑡 𝑥2 ≤ 𝑡𝑓 𝑥1 + 1 − 𝑡 𝑓 𝑥2

Jensen不等式（凸函数的充要条件）

若f(x)是[a,b]的凸函数，对于区间内的任意x1,x2,…,xn，有

𝑓 ෍
𝑖=1

𝑛

𝑡𝑖𝑥𝑖 ≤෍
𝑖=1

𝑛

𝑡𝑖𝑓 𝑥𝑖 , 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒෍
𝑖=1

𝑛

𝑡𝑖 = 1
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多维下的稀疏正则化线性回归模型表达 (Lasso Regression)

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

L1-范数的表达式。

注：这里正则化项的设计采用的是L1-norm,是L0的凸松弛，近似的
稀疏解，可以通过Lasso算法迭代求解(虽然凸，但在x=0处不严格
可导/可微，或者说在x=0处不存在导数)。
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以两变量w1,w2为例。Ridge和Lasso都是有偏估计，最小二乘是无偏估计
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L1有角，解落在角点的可能性更大，而L2没有角，因此不可能落在
坐标系上。等高线抛物面在水平面上的投影。
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岭回归名字的由来：模型的解与正则化参数的关系图类似一个山岭。
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ElasticNet模型(Lasso Regression+Ridge Regression)

定义一组观测数据集（X,Y）,其中X=[x1,x2,…,xN], Y=[y1,y2,…,yN]，
X为属性，Y为响应标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

注：这里正则化项的设计采用的是L1-norm和L2-norm的混合体。
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半监督正则化（流形正则）

定义一组新的无标签的观测数据集X,其中X=[x1,x2,…,xN]，X为属性，
无标签。xi (i=1,…,N) 是d-维的向量。

因为样本无标签，则不能再用损失函数对函数 f 进行定义。

不妨做出以下假设：在欧式空间内，距离较近的两个样本x1,x2，其
具有相同响应即f(x1)= f(x2)的概率更大。

设两点之间的连线， 存在一个权重

即重要性系数。
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半监督正则化（流形正则）

局部线性嵌入（local linear embedding, Science 2000）。

一种非线性降维模型，使得流形学习(manifold learning)得到迅速发展。

假设数据是均匀采样于一个高维欧氏空间中的低维流形，流形学习就
是从高维采样数据中恢复低维流形结构，即找到高维空间中的低维流
形，并求出相应的嵌入映射，以实现维数约简或者数据可视化。

所谓局部线性是指数据的某个局部是线性的，但整体是非线性的。

流形学习即学习从高维到低维的嵌入映射，使得数据的局部拓扑结构
不变。
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半监督正则化（流形正则）

局部线性嵌入（local linear embedding, Science 2000）。
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半监督正则化（流形正则）

按照上面的分析，半监督正则项的表达式可以写成

其中， 是连接样本xi和xj之间的权重（重要性系数），属于给定
的值，其定义方法可以根据欧式距离来表达。比如，

显然，权重矩阵W是一个对称阵。
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基于半监督正则化（流形正则）的线性建模

按照上面的分析，半监督正则项的表达式可以写成
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Dropout

Dropout是深度神经网络（深度学习）框架中的基本操作(Hinton, 2012)，
是一种典型的深度学习模型正则化技术，防止overfitting。

核心思想：通过多模型/网络组合的形式改善算法鲁棒性。

其中， ෠𝑌𝑚表示每个模型的预测结果。

存在问题：如果要训练M个不同结构的模型/网络，成本高、效率低。
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Dropout

Dropout就是在优化过程中，以一定的概率，随机“删除”网络模
型中的一些特征节点（隐层神经元）。
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Dropout

Dropout就是在优化过程中，以一定的概率，随机“删除”网络模
型中的一些特征节点（隐层神经元）。

从模型参数控制/约简角度，Dropout与L1, L2正则相似。
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Dropout

Dropout就是在优化过程中，以一定的概率，随机“删除”网络模
型中的一些特征节点（隐层神经元）。
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Dropout

Dropout就是在优化过程中，以一定的概率，随机“删除”网络模
型中的一些特征节点（隐层神经元）。

机器学习—正则化 张磊

第五章：正则化regularization

217

随机变量



正则化、泛化能力、过拟合三者关系

正则化的提出是用于提升模型的泛化能力，避免过拟合问题。

1. 泛化能力是指，训练模型不仅要保证训练集的误差最小化，同时还要
保证测试性能，通常称为“偏差-方差”平衡问题（或者折中问题，
Bias-Variance trade-off）。偏差是针对训练集，方差针对验证集。

2. Total error=bias2+variance+noise
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偏差大
方差小
欠拟合

偏差小
方差大
过拟合

偏差= 方差=总体误差= 噪声=E[(f-y)2] (人工标注误差)



正则化、泛化能力、过拟合三者关系

推导过程

𝐸𝑟𝑟 𝑥 = 𝐸 መ𝑓 − 𝑦
2
= 𝐸 መ𝑓 − ҧ𝑓 + ҧ𝑓 − 𝑦

2

= 𝐸 መ𝑓 − ҧ𝑓
2
+ 𝐸 ҧ𝑓 − 𝑦

2
+ 2𝐸 መ𝑓 − ҧ𝑓 ∙ ҧ𝑓 − 𝑦 = 𝐸 መ𝑓 − ҧ𝑓

2
+ 𝐸 ҧ𝑓 − 𝑦

2

= 𝐸 መ𝑓 − ҧ𝑓
2
+ 𝐸 ҧ𝑓 − 𝑓 + 𝑓 − 𝑦

2

= 𝐸 መ𝑓 − ҧ𝑓
2
+ 𝐸 ҧ𝑓 − 𝑓

2
+ 𝐸 𝑓 − 𝑦 2 + 2𝐸 ҧ𝑓 − 𝑓 ∙ 𝑓 − 𝑦

= 𝐸 መ𝑓 − ҧ𝑓
2
+ ҧ𝑓 − 𝑓

2
+ 𝐸 𝑓 − 𝑦 2

= 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 + 𝐵𝑖𝑎𝑠 2 + 𝜎𝑒
2

其中，y为真实值，f为人工标定值， መ𝑓为预测值， ҧ𝑓为多次模型预测的均值

机器学习—正则化 张磊

第五章：正则化regularization

219



正则化、泛化能力、过拟合三者关系

寻找泛化、欠拟合、过拟合之间的平衡问题，就是“偏差-方差”折中问题。
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机器学习是通过有限的训练数据，利用数学模型获得
对无限数据的近似。

根本原因：
1. 模型的不完美
2. 训练数据有限

解决方法：k-fold cross-validation、大数据集、深
度学习


