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脑认知



产生式思考

对于任意一个样本，我们定义模型如下：

𝑡𝑛 = 𝐰𝑇𝐱𝑛 + 𝜀𝑛

其中，𝜀𝑛是一个随机变量。所谓产生式考虑，是指第n次的观测响
应，是通过𝐰𝑇𝐱𝑛生成。同时，伴随着一个随机变量，可正可负。

𝜀𝑛是一个随机变量，存在某种概率分布。

我们假设， 𝜀𝑛~𝒩 𝜇, 𝜎2 高斯分布（正态分布）

𝑝 𝜀𝑛 = 𝒩 𝜇, 𝜎2

该假设已在前面的课程给出解释（中心极限定理、易于分析）。
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产生式思考

对于任意一个样本，我们定义模型如下：

𝑡𝑛 = 𝐰𝑇𝐱𝑛 + 𝜀𝑛

现在，模型由两部分组成：

1. 数据生成的决定性部分，𝐰𝑇𝐱𝑛，表示一种趋势或倾向；

2. 随机组成部分𝜀𝑛，可以理解成噪声。

注：这里的随机变量𝜀𝑛（或噪声）并非限定为高斯分布，也并非
限定为可加性噪声。但为了便于解释和理解，选择可加性高斯分
布噪声，可使我们获得最优参数 ෝ𝐰的精确表达式。
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产生式思考

将模型重新定义如下：

𝑡𝑛 = 𝐰𝑇𝐱𝑛 + 𝜀𝑛,其中，𝜀𝑛~𝒩 𝜇, 𝜎2

这里令𝜇=0，即𝜀𝑛~𝒩 0, 𝜎2

由于𝐰𝑇𝐱𝑛是一个常量，因此加上一个随机变量𝜀𝑛后，𝑡𝑛也是一个随机变量（这是
赋予随机变量的原因）。

而且， 𝑡𝑛~𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2 （为什么？高斯随机变量加上一个常数，依然是高斯，

仅均值发生变化），从而概率密度函数可以写成：

𝑝 𝑡𝑛|𝐱𝑛, 𝐰, 𝜎
2 = 𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎

2 =
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
𝑡𝑛−𝐰

𝑇𝐱𝑛
2

2𝜎2

可以看出，预测响应𝑡𝑛的密度依赖于特定的𝐱𝑛,𝐰 (均值)和𝜎2(方差)的值。
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问题

我们看下面这个概率密度函数

𝑝 𝑡𝑛|𝐱𝑛, 𝐰, 𝜎
2 = 𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎

2

对于给定的𝐰, 𝜎2，我们可以计算出在观测𝐱𝑛下，使得𝑝 𝑡𝑛|𝐱𝑛, 𝐰, 𝜎
2 最大的𝑡𝑛，即

预测值。

对于已知的高斯分布来说，只要均值和方差确定，即可绘制出连续或离散的概率
密度。

例：设第10个苹果的直径为0.5，即x10=[0.5,1]T；设w=[0.6,-0.1] T, 𝜎2 = 0.1；另：该
苹果实际重量t10=2.

分析：针对该苹果，可以绘制其重量的概率密度函数曲线
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问题

✓ 如果𝐰, 𝜎2已经最优

通过右边的概率密度函数可以

得出：

1. B点的可能性最大，即为苹果

重量的最佳估计值𝐰𝑇𝐱10
2. C点的可能性最小。

✓ 如果𝐰, 𝜎2还不是最优

实际重量t10=2 ，根据图可以看出，

最佳的可能值是在B和C之间。

但是数据不可能变，因此只能更新

模型参数。
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定义

这种通过寻找参数，来最大化似

然值的方式，称为基于似然函数最

大化的线性建模——概率建模，是

机器学习中的一种重要方法。

 数据集的似然值

对机器学习，我们感兴趣的是整个

数据集的所有样本的似然值，而

并非单个样本的似然值。
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 数据集的似然值

➢ 对于单个样本的概率密度表达式为

𝑝 𝑡𝑛|𝐱𝑛, 𝐰, 𝜎
2 = 𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎

2

➢ 如果有N个数据样本点，那么我们感兴趣的是它们的联合条件概率密度

𝑝 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑁|𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑁, 𝐰, 𝜎
2

➢ 根据向量和矩阵表示法，可以写成紧缩的表达形式：

𝑝 𝐭|𝐗,𝐰, 𝜎2

➢ 假设数据的噪声是独立的，即噪声的联合概率密度可表达为

𝑝 𝜺 = 𝑝 𝜀1, 𝜀2, … , 𝜀𝑁 =ෑ

𝑛=1

𝑁

𝑝(𝜀𝑛)

这一独立性假设，可以使联合密度进行分解为更易操作的对象，使问题求解更
简单
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 数据集的似然值

➢ 基于噪声的独立性假设，对N个数据样本点，它们的联合条件概率密度

𝑝 𝐭|𝐗,𝐰, 𝜎2 = 𝑝 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑁|𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑁, 𝐰, 𝜎
2 =ෑ

𝑛=1

𝑁

𝑝(𝑡𝑛|𝐱𝑛, 𝐰, 𝜎
2)

=ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2

注：这里不是说𝐭是独立的，否则不存在对数据的建模。而是条件独立，可以根
据模型𝑡𝑛 = 𝐰𝑇𝐱𝑛 + 𝜀𝑛理解。当𝐰𝑇𝐱𝑛给定时，𝑡𝑛独立，即条件独立。

或者说，只有当模型确定了， 𝑡𝑛才是一个独立的随机变量。

另：ς𝑛=1
𝑁 表示连乘符号。
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 最大似然建模

➢ 最大似然建模，就是为了寻找w和𝝈𝟐, 使得似然值最大化。也就是最大化
下列似然函数。

max
𝐰,𝜎2

𝑝 𝐭|𝐗,𝐰, 𝜎2 = 𝑝 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑁|𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑁, 𝐰, 𝜎
2

∞max
𝐰,𝜎2

ෑ

𝑛=1

𝑁

𝑝(𝑡𝑛|𝐱𝑛, 𝐰, 𝜎
2) =ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2

换句话说，当给定w和𝝈𝟐时，可以获得数据集的似然值𝐿 = 𝑝 𝐭|𝐗,𝐰, 𝜎2 ，但
是，该似然值并非最大，因此，我们要改变w和𝝈𝟐使得L最大。

当然，为什么不改变X呢？数据！！

因为数据集是固定的，不同的参数值会产生不同似然值，建模的目的是要求
出最佳的参数值。
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 最大似然建模

➢ 最大似然建模求解：即求解w和𝝈𝟐, 使得似然值最大化。

max
𝐰,𝜎2

ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2

很显然，要求解上面的模型，可以最大化似然值的自然对数，用log表示，即，

max
𝐰,𝜎2

ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2 ∞max

𝐰,𝜎2
𝑙𝑜𝑔ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2

➢ 似然函数的自然对数可以简化

𝑙𝑜𝑔ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2 = 𝑙𝑜𝑔𝒩 𝐰𝑇𝐱1, 𝜎

2 +⋯+ 𝑙𝑜𝑔𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑁, 𝜎
2

= ෍

𝑛=1

𝑁

𝑙𝑜𝑔𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2
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 最大似然建模

➢ 似然函数的自然对数可以简化

𝑙𝑜𝑔𝐿 = 𝑙𝑜𝑔ෑ

𝑛=1

𝑁

𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2 = ෍

𝑛=1

𝑁

𝑙𝑜𝑔𝒩 𝐰𝑇𝐱𝑛, 𝜎
2

= ෍

𝑛=1

𝑁

𝑙𝑜𝑔
1

2𝜋𝜎
𝑒
−
𝑡𝑛−𝐰

𝑇𝐱𝑛
2

2𝜎2

= ෍

𝑛=1

𝑁

−
1

2
𝑙𝑜𝑔 2𝜋 − 𝑙𝑜𝑔𝜎 −

1

2𝜎2
𝑡𝑛 −𝐰𝑇𝐱𝑛

2

= −
𝑁

2
𝑙𝑜𝑔 2𝜋 − 𝑁𝑙𝑜𝑔𝜎 −

1

2𝜎2
෍

𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 −𝐰𝑇𝐱𝑛
2
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 最大似然建模

似然函数的自然对数最大化模型可以简化

max
𝐰,𝜎2

log 𝐿 = −
𝑁

2
− log 2𝜋 − 𝑁 log𝜎 −

1

2𝜎2
෍

𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 −𝐰𝑇𝐱𝑛
2

➢ 利用前面学习的内容，对w求偏导，

𝜕 log 𝐿

𝜕𝐰
=

1

𝜎2
෍

𝑛=1

𝑁

𝐱𝑛 𝑡𝑛 − 𝐱𝑛
𝑇𝐰 =

1

𝜎2
෍

𝑛=1

𝑁

𝐱𝑛𝑡𝑛 −
1

𝜎2
෍

𝑛=1

𝑁

𝐱𝑛𝐱𝑛
𝑇𝐰

=
1

𝜎2
𝐗𝑇𝐭 − 𝐗𝑇𝐗𝐰

令
𝜕 log 𝐿

𝜕𝐰
= 𝟎，可以得出ෝ𝐰 = 𝐗𝑇𝐗

−𝟏
𝐗𝑇𝐭（w的最大似然解）似曾相识！？

将噪声假设为高斯分布，最小化平方损失等同于最大似然解。
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 最大似然建模

似然函数的自然对数最大化模型可以简化

max
𝐰,𝜎2

log 𝐿 = −
𝑁

2
− log 2𝜋 − 𝑁 log𝜎 −

1

2𝜎2
෍

𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 −𝐰𝑇𝐱𝑛
2

➢ 对𝜎求偏导，

𝜕 log 𝐿

𝜕𝜎
= −

𝑁

𝜎
+

1

𝜎3
෍

𝑛=1

𝑁

𝑡𝑛 −𝐰𝑇𝐱𝑛
2

令
𝜕 log 𝐿

𝜕𝜎
= 0，可以得出෢𝜎2 =

1

𝑁
σ𝑛=1
𝑁 𝑡𝑛 −𝐰𝑇𝐱𝑛

2
=

1

𝑁
𝐭 − 𝐗𝐰 𝑇 𝐭 − 𝐗𝐰

最终, ෢𝜎2 =
1

𝑁
𝒕T𝒕 − 𝒕T𝐗𝐰
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课外任务：

根据前面的内容，请自行推导最大似然建模方法的整个过程。
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 Logistic回归

回顾线性回归算法中的二类分类问题
ℎ 𝐱 = 𝐰𝟎 +𝐰𝟏𝐱𝟏 +⋯+𝐰𝒅𝐱𝐝

分类边界为
ℎ 𝐱 = 0

 当ℎ 𝐱 > 0, x的属性为Y=1
 当ℎ 𝐱 < 0, x的属性为Y=0

也就是说，对于一次观测x，其仅仅给出“是”或者“不是”的猜测（简单、粗
暴），给出的预测是一个“肯定发生”或“肯定不发生”的事件。

如果提供一个关于可能性大小的结果岂不是更好？？换句话说，“可能性”是
关于概率的一个概念，如果对于一个观测，能够计算出该观测的事件发生的概
率（即Y=1发生的概率），通常比直接给出“是”或者“不是”更加有用。
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 Logistic回归

几个特点：

➢ Logistic回归模型作为一种概率模型，可用于预测某事件发生的概率；

➢ Logistic回归模型不要求因变量在正态分布的前提假设下完成。

➢ 该模型在疾病诊断、预测中应用较广，主要用于分析不同变量因素对疾
病的影响。在医学领域，一些随机事件只具有两种互斥结果的离散性随
机事件。这类只具有两种互斥结果的离散型随机事件的规律性进行描述
的一种概率分布，叫二项分布。

➢ 二项分布概率公式：如果进行n次伯努利试验，取得成功次数(事件发生)
为k(k=0,1,…,n)的概率，表示为

𝑃 𝜉 = 𝑘 = 𝐶𝑛
𝑘𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘

其中，事件发生的概率为p, 事件不发生的概率为1-p。 𝜉~𝐵 𝑛, 𝑝 ，当n=1
时，二项分布也可称为伯努利分布或0-1分布（1次伯努利试验）
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 Logistic回归

条件概率：

对于观测输入变量X, 其响应Y的条件概率分布表达为
𝑷 𝑌|𝑋

这个概率表示模型的准确性。

设想，如果对于“今天是否下雪”的预测结果是51%，但是并没有下雪。那么这个
预测也要比预测为下雪的可能性为99%要好！

设𝑃 𝑌 = 1|𝑋 = 𝑥 = 𝑝(𝑥;𝒘),其中w为参数，那么有
𝑃 𝑌 = 0|𝑋 = 𝑥 = 1 − 𝑝(𝒙;𝒘)
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 Logistic回归

条件概率：

对于一个观测𝑥𝑖,其响应𝑌 = 𝑦𝑖的条件概率可以写成
𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖|𝑋 = 𝑥𝑖 = 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)

𝑦𝑖 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)
1−𝑦𝑖

由于N次观测的独立性，联合条件概率分布(似然)可以写为

ෑ

𝑖=1

𝑁

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖|𝑋 = 𝑥𝑖 =ෑ

𝑖=1

𝑁

𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)
𝑦𝑖 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)

1−𝑦𝑖
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 Logistic回归—与线性回归的关系

主要思想：logistic回归模型的输出是某次观测事件发生的概率，
通过观测样本x的特征与最佳估计参数相乘、求和后，然后利
用Logistic函数（sigmoid）进行非线性计算（概率），然后与阈
值进行比较，得出该观测x的输出。

相乘、求和：
ℎ 𝐱 = 𝐰𝟎 +𝐰𝟏𝐱𝟏 +⋯+𝐰𝒅𝐱𝐝

条件概率𝑷 y = 𝟏|𝒙 的计算表达式为

𝑷 y = 𝟏|𝒙 = 𝒑 𝒙 =
𝟏

𝟏 + 𝒆−𝒉(𝒙)

条件概率𝑷 y = 𝟎|𝒙 的计算表达式为

𝑷 y = 𝟎|𝒙 = 𝟏 − 𝑷 𝒚 = 𝟏|𝒙 = 𝟏 − 𝒑 𝒙 =
𝟏

𝟏 + 𝒆𝒉(𝒙)

机器学习—概率建模 张磊

第六章：概率建模

242

0

0.5

1

定义域（-inf, inf）；值域为
（0，1）

Sigmoid函数



 Logistic回归—与线性回归的关系

𝑷 y = 𝟏|𝒙 =
𝟏

𝟏+𝒆−𝒉(𝒙)
为事件发生的概率;

𝑷 y = 𝟎|𝒙 =
𝟏

𝟏+𝒆𝒉(𝒙)
为事件不发生的概率;

那么，事件发生与事件不发生的概率比值为

𝑷 y = 𝟏|𝒙

𝑷 y = 𝟎|𝒙
=

𝒑(𝒙)

𝟏 − 𝒑(𝒙)
=

𝟏 + 𝒆𝒉(𝒙)

𝟏 + 𝒆−𝒉(𝒙)
= 𝒆𝒉(𝒙)

两边同时取对数，

𝒍𝒐𝒈
𝒑(𝒙)

𝟏 − 𝒑(𝒙)
= 𝒉 𝒙 = 𝐰𝟎 +𝐰𝟏𝐱𝟏 +⋯+𝐰𝒅𝐱𝐝

得到线性函数（即Logistic 回归模型）。

利用上式，可以求出𝒑(𝒙) =
𝒆𝒉(𝒙)

𝟏+𝒆𝒉(𝒙)
=

1

𝟏+𝒆−𝒉(𝒙)
介于（0,1）。
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 Logistic回归—与线性回归的关系

 𝒑(𝒙) =
𝒆𝒉(𝒙)

𝟏+𝒆𝒉(𝒙)
=

1

𝟏+𝒆−𝒉(𝒙)
介于（0,1）。

根据观测样本x的概率表示可以看出，当𝒑 𝒙 > 𝟎. 𝟓, Y=1;

当𝒑 𝒙 < 𝟎. 𝟓, Y=0。

 这也同时意味着， 𝒉 𝒙 > 𝟎时，Y=1； 𝒉 𝒙 < 𝟎时，Y=0。

即，将两类分开的判决边界为𝒉 𝒙 = 0。

 但Logistic回归不同于线性分类器，不是为了找分类边界，

而是找出一个概率值，对“可能性”进行建模。

在Logistic回归模型中，若要计算p(x;w)，关键是要求出参数w。
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 Logistic回归

最大似然函数：

对于N次观测，似然函数可以写为

ෑ

𝑖=1

𝑁

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖|𝑋 = 𝑥𝑖 =ෑ

𝑖=1

𝑁

𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)
𝑦𝑖 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)

1−𝑦𝑖

注：N次观测的独立性。w是模型参数。

我们的目标是能够求出使这一似然函数取最大值时的参数估计w。

ෝ𝒘 = max
𝒘

ෑ

𝑖=1

𝑁

𝑃 𝑌 = 𝑦𝑖|𝑋 = 𝑥𝑖 =ෑ

𝑖=1

𝑁

𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)
𝑦𝑖 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)

1−𝑦𝑖

接下来，如何解这个模型是关键。

机器学习—概率建模 张磊

第六章：概率建模

245



 Logistic回归

最大似然函数：

对似然函数取自然对数，可得出对数似然函数L(w)，

𝐿 𝒘 = σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖 log 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘) + 1 − 𝑦𝑖 log 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)

= σ𝑖=1
𝑁 log 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘) + 𝑦𝑖 log

𝑝(𝑥𝑖;𝒘)

1−𝑝(𝑥𝑖;𝒘)

= σ𝑖=1
𝑁 log 1 −

1

1+𝑒−ℎ(𝑥)
+ 𝑦𝑖ℎ(𝑥)

= σ𝑖=1
𝑁 − log 1 + 𝑒ℎ(𝑥) + 𝑦𝑖ℎ(𝑥)

= σ𝑖=1
𝑁 − log 1 + 𝑒𝑤𝟎+𝐰

𝑻𝐱𝒊 + σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑦𝑖 𝑤𝟎 +𝐰𝑻𝐱𝒊

为了估计能使L(w)取得最大值的参数w=[w0,w1,…,wd],对函数求导。
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 Logistic回归

最大似然函数：

化简后的对数似然函数L(w)，

𝐿 𝒘 = σ𝑖=1
𝑁 − log 1 + 𝑒𝑤𝟎+𝐰

𝑻𝐱𝒊 + σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑦𝑖 𝑤𝟎 +𝐰𝑻𝐱𝒊

为了估计能使L(w)取得最大值的参数w=[w0,w1,…,wd],分别求函数对w0,w1,…,wd的导数，显
然存在d+1个方程。

𝜕𝐿(𝑤)

𝜕𝑤𝑗
= −෍

𝑖=1

𝑁
1

1 + 𝑒𝑤𝟎+𝐰
𝑻𝐱𝒊

∙ 𝑒𝑤𝟎+𝐰
𝑻𝐱𝒊 ∙ 𝑥𝑖𝑗 +෍

𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖𝑥𝑖𝑗

=෍

𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘) 𝑥𝑖𝑗

注：此时导数表达式是一个超越方程，不存在闭合解（解析解、精确解）。怎么办？
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法：

我们考虑一个单变量函数的情况，即𝑓 𝛽 ,求该函数的最优解𝛽∗。我们假设函数f(.)
是平滑的，那么意味着该函数在𝛽∗处的导数为0，二阶导数大于0 （极值理论）。

那么根据泰勒展开， 𝑓 𝛽 的表达式可以写成

𝑓 𝛽 ≈ 𝑓 𝛽∗ +
1

2
𝛽 − 𝛽∗ 2

𝑑2𝑓

𝑑𝛽2
|𝛽=𝛽∗

既然𝛽∗是最小值点，那么𝑓 𝛽 > 𝑓 𝛽∗ ,因此，
𝑑2𝑓

𝑑𝛽2
|𝛽=𝛽∗ > 0。

而且，根据上式，
𝑑𝑓

𝑑𝛽
|𝛽=𝛽∗ = 0

换句话说，在最优解附近， 𝑓 𝛽 是一个近二次的函数表达式。
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法：

既然在最优解附近， 𝑓 𝛽 是一个近二次的函数表达式，而我们的目的是求出这个最
优解，因此，可以将𝑓 𝛽 进行二次泰勒展开（为什么不更高次？？极值定理）

首先，猜测一个初始解𝛽(0),在该点，二次泰勒展开：

𝑓 𝛽 ≈ 𝑓 𝛽 0 + 𝛽 − 𝛽 0
𝑑𝑓

𝑑𝛽
|𝛽=𝛽 0 +

1

2
𝛽 − 𝛽 0 2 𝑑2𝑓

𝑑𝛽2
|𝛽=𝛽 0

为了方便，上式可以重新写成，

𝑓 𝛽 ≈ 𝑓 𝛽 0 + 𝛽 − 𝛽 0 𝑓′ 𝛽 0 +
1

2
𝛽 − 𝛽 0 2

𝑓′′ 𝛽 0

此时， 𝑓 𝛽 是关于𝛽的二次函数，可导，因此便可以利用导数=0求解。
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法：

𝑓 𝛽 ≈ 𝑓 𝛽 0 + 𝛽 − 𝛽 0 𝑓′ 𝛽 0 +
1

2
𝛽 − 𝛽 0 2

𝑓′′ 𝛽 0

若要求函数𝑓 𝛽 的最小值，我们令
𝑑𝑓 𝛽

𝑑𝛽
= 𝑓′ 𝛽 0 + 𝑓′′ 𝛽 0 𝛽 − 𝛽 0 = 0

从而可以计算出

𝛽 = 𝛽 0 −
𝑓′ 𝛽 0

𝑓′′ 𝛽 0

令此时的最优解为𝛽 = 𝛽 1 （并非最优）
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法：

当计算出新的次优解𝛽 1 ，函数𝑓 𝛽 的泰勒展开为

𝑓 𝛽 ≈ 𝑓 𝛽 1 + 𝛽 − 𝛽 1 𝑓′ 𝛽 1 +
1

2
𝛽 − 𝛽 1 2

𝑓′′ 𝛽 1

若要求函数𝑓 𝛽 的最小值，我们令
𝑑𝑓 𝛽

𝑑𝛽
= 𝑓′ 𝛽 1 + 𝑓′′ 𝛽 1 𝛽 − 𝛽 1 = 0

从而可以计算出

𝛽 = 𝛽 1 −
𝑓′ 𝛽 1

𝑓′′ 𝛽 1

令此时的最优解为𝛽 = 𝛽 2 （并非最优）
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法：

为了找到最优解，通常迭代多次，设为T次。

当计算出新的次优解𝛽 𝑡 ，函数𝑓 𝛽 的泰勒展开为

𝑓 𝛽 ≈ 𝑓 𝛽 𝑡 + 𝛽 − 𝛽 𝑡 𝑓′ 𝛽 𝑡 +
1

2
𝛽 − 𝛽 𝑡 2

𝑓′′ 𝛽 𝑡

若要求函数𝑓 𝛽 的最小值，我们令
𝑑𝑓 𝛽

𝑑𝛽
= 𝑓′ 𝛽 𝑡 + 𝑓′′ 𝛽 𝑡 𝛽 − 𝛽 𝑡 = 0

从而可以计算出

𝛽 = 𝛽 𝑡 −
𝑓′ 𝛽 𝑡

𝑓′′ 𝛽 𝑡

令此时的最优解为𝛽 = 𝛽 𝑡+1 （并非最优）
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法 （多个变量的情况——多维）：

对于多维时，模型由𝑓 𝛽 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥转化为𝑓 𝛽 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑑𝑥𝑑

那么如何计算多维的函数关于变量的一阶导数和二阶导数？？
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法 （多个变量的情况——多维）：

对于多维时，模型由𝑓 𝛽 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥转化为𝑓 𝛽 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑑𝑥𝑑
回顾第三章（数学基础）中，关于对矩阵或向量的导数。

𝑓′ 𝛽 𝑡 = 𝛻𝑓 𝛽 𝑡 =
𝜕𝑓

𝜕𝛽1
,
𝜕𝑓

𝜕𝛽2
, ⋯ ,

𝜕𝑓

𝜕𝛽𝑑

T

𝑓′′ 𝛽 𝑡 = 𝛻2𝑓 𝛽 𝑡 =

𝜕2𝑓

𝜕𝛽1
2 ⋯

𝜕𝑓

𝜕𝛽1𝜕𝛽𝑑
⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓

𝜕𝛽𝑑𝜕𝛽1
⋯

𝜕2𝑓

𝜕𝛽𝑑
2

|𝛽=𝛽 𝑡 = 𝐻 (𝐻𝑒𝑠𝑠𝑖𝑎𝑛矩阵)
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 Logistic回归

Newton-Raphson（牛顿-拉斐森）优化算法 （多个变量的情况——多维）：

对于多维时，函数𝑓 𝛽 的解更新优化方法为：
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𝛽 𝑡+1 = 𝛽 𝑡 − 𝐻−1 𝛽 𝑡 𝛻𝑓 𝛽 𝑡

迭代方法完全相同，只是在写法
上，变成了矩阵向量的方式。



 知识回顾（多元函数）

多元函数f(x1, x2, …,xn)在X(0)处的泰勒展开：

其中，
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 Logistic回归

最大似然函数：

化简后的对数似然函数L(w)，

𝐿 𝒘 = σ𝑖=1
𝑁 − log 1 + 𝑒𝑤𝟎+𝐰

𝑻𝐱𝒊 + σ𝒊=𝟏
𝑵 𝑦𝑖 𝑤𝟎 +𝐰𝑻𝐱𝒊

为了估计能使L(w)取得最大值的参数w=[w0,w1,…,wd],分别求函数对w0,w1,…,wd的导数，显
然存在d+1个方程。

𝜕𝐿(𝑤)

𝜕𝑤𝑗
= −෍

𝑖=1

𝑁
1

1 + 𝑒𝑤𝟎+𝐰
𝑻𝐱𝒊

∙ 𝑒𝑤𝟎+𝐰
𝑻𝐱𝒊 ∙ 𝑥𝑖𝑗 +෍

𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖𝑥𝑖𝑗

=෍

𝑖=1

𝑁

𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘) 𝑥𝑖𝑗

此时导数表达式是一个超越方程，不存在闭合解。采用牛顿-拉斐森方法求解。

机器学习—概率建模 张磊

第六章：概率建模

257



 Logistic回归

最大似然函数：

Hessian矩阵H的计算：

𝜕2𝐿(𝑤)

𝜕w𝑗
2 = −෍

𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖𝑗
2 ∙ 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘) ∙ 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)

𝜕2𝐿(𝑤)

𝜕𝑤𝑗𝜕𝑤𝑙
= −෍

𝑖=1

𝑁

𝑥𝑖𝑗𝑥𝑖𝑙 ∙ 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘) ∙ 1 − 𝑝(𝑥𝑖; 𝒘)
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 牛顿法存在的问题

✓ 经典牛顿法虽然具有二次收敛性，但是要求初始点需要尽量靠近极小点，否则
有可能不收敛。

✓ 计算过程中需要计算目标函数的二阶偏导数，难度较大。

✓ 目标函数的Hessian矩阵无法保持正定，会导致算法产生的方向不能保证是f在Xk 
处的下降方向，从而令牛顿法失效；

✓ 如果Hessian矩阵奇异，牛顿方向可能根本是不存在的。

 补充：正定矩阵的定义、性质、判定方法

定义：对于n阶方阵A，如果对任何非零向量z, 都有𝑧𝑇𝐴𝑧 > 0，就称A为正定矩阵。

性质：正定矩阵一定是非奇异的、可逆的矩阵。

判定：对称阵A为正定的充分必要条件为A的特征值均大于0。
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 本章小结

➢ Logistic回归在本质上是线性回归。

➢ Logistic回归解决的是因变量的离散型问题，即分类问题（二类问题）。

➢ Logistic回归适合于当因变量属于二项分布这类问题。

➢ Logistic回归模型的输出是介于0-1之间的数，是一个概率值，基于sigmoid函数。

➢ 该模型的求解采用最大似然估计和牛顿法。

➢ 建模过程不需要对属性变量进行高斯分布的假设，但依然需要条件独立假设。
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课外任务：

根据前面的内容，请自行推导Logistic回归建模方法的整个过程。
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